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I. 

Heber die atmosphärisclie, yorzfti^lich 

die terrestrlsclie Reft>action, und über 

Ref^aetlonscurren Im Alli^emelnen. 

Von 

dem Herausgeber. 



Einleitung. 

Die Theoriie der atmosphärischen Refraction ist schon sehr 
häufig und mit einem grossen AuiWände von Scharfsinn und ana- 
lytischem Calcul behandelt worden. Im Allgemeinen lassen »ich 
aber zwei Hauptrichtungen ^ welche man bei der Entwickelung die- 
ser in vielen Beziehungen so wichtigen Theorie verfolgt hat, von 
einander unterscheiden, von denen ich die eine mit tiem Namen 
der geometrischen, die andere mit dem Namen der physika- 
lischen belegen mochte. I>er bedeutendste Repräsentant der 
ersten Richtung ist Lambert, dessen zu damaliger Zeit' aller- 
dings sehr elegante Schrift: Les propri^tds remarquable^ 
de la route de la lumiere par les airs et en generai par 
plusieurs milieux räfringens sph^riques et concentri- 
ques^ avec la;solution des problemes, qui yont du rap- 
port, comme sont les refractions astronomiques et ter- 
restres, et ce qui en depend. Par J. U. Lambert. A la 
Hay.e. 1758. 8., die auch in einer deutschen üebersetzung : 
Eigenschaften der Bahn des Lichts. Von J. H. Lambert. 
Berlin. 1772. 8. erschienen ist, nach meiner; 'Meinung auch jetzt 
immer noch Beachtung verdient. Der beddiilendste Repräsentant 
der zweiten Hichtnng ist Laplace, weicht bekanntlich im zehn- 
ten Buche der M^canique Celeste. 1\ tV. p. %M. die Theorie 
der sogenannten astronomischen und terrest^rischen Refraction aus 
dem physikalischen (Gesichtspunkte auf eine . höchst schar&innige 
und ein wahres Muster für derartige physikalische Untersuchungen 
darbietende Weise behandelt . hat ^), 



*) In dem M^inoire sur la mesure theorique et expöri- 
mentale de la refraction terrestre, avec son application a 
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Der geometrischen Behandlung dieses Gegenstandes , wenn 
dieselbe auch allerdings keineswegs so tief in die eigentliche Natur 
desselben einzuföhren geeignet ist wie die physikalische Behand- 
lung , scheint mir immer der Vorzug zu gebühren, dass sie sich 
ohne srtle hypothetischen Voraussetzungen durchführen lässt und 
nur einige durch die genauesten Versucne mehrerer Physiker aus- 
ser allem Zweifel gesetzte Erfahrungssätze als Grundlagen in An- 
spruch nimmt, überdies aber zugleich zu mehreren auch in geo- 
metrischer Rücksicht interessanten Resultaten führt, und Anfan 
gern in der Astronomie und Geifriäsie zugänglicher sein dürfte als 
die Behandlung aus dem physHoUi sehen Gesichtspunkte. Da nun 
die Methode, nach welcher diei^er wichtige Gegenstand in der.olifiii 
ängUGMiMl Sdbfi^ «Mi^fekandelt £nd«t^ l^^ßän- 

4ff#rtff ak^ .«arAltetr^'hetrAcb^ tat, überbam4 «uph dies« *3M^!^ 
rCfcTci^icTitli A "flirfef ^erfetfindllchkeit Aüflängern manche 8<äiwi«ng- 
keHM ilartM»^ 'äüii ; Me liato idi rnnMidit , di* Tlliori^' der 
atmosphärichen Refraction aus dem geometrischen Gesichtspunkte 
in der vorliegenden Abhandlung «iner ganz neuen Behandlung zu 
unterwerfen, und dabei namentlich auch einige allgemeine Eigen- 
schaften der Refractidnm^nrv^n deu^ich hervorzuheben und streng 
zu beweisen. Bemerken muss ich jedoch, dass ich bei dieser Un- 
tersuchung mein Augenmerk hauptsächlich auf die sogenannte ter- 
restrische Refraction gerichtet habe, weil die astronomische Re- 
fraction überhaupt schon öfter und tiefer eingehend als jene behan- 
delt worden ist. Auch muss ich offen gestehen, dass es mir 
y^mer wenig naturgemSiss ge^hienen bat^ die terrestrische Refrac- 
tion t»loss dem HoriapntalaostaiMjle der beiden Stationen <oder dfiMP 
von deren Vertikale« am Mitt.elpunkte der Erde eing«6chlo«Si^i^ 
Winkel j oline allß Rücksicht auf die Zenithdistanz/ proportional 
0U setzen, wie gegenwärtig »lach LamJbert (a. a. O« p« TB- 
Theoreme XXVIIl.) und La place (a^ a. O. p. 278.) allgemein 
geschieht Ja ich bin selbst der Meinung, dass die geringe üebeTr 
Einstimmung in den von verscbitßden.en Gelehrten bestimmtem 
Wertben des Coefficienten .der terrestrischen Refraction *) niebt 
bloss, wie gewöbnlicii behauptet wird^ der grossen ^eränderiidk- 
ibeit der Luftbeschaffenhek in den der Erde näher li^geiiflen 
3^hi€h4en der Atmosphäre^, ^sondern zum Theil gewiss, a^cbjder 



I 



lä d^ierraination exacte des diff^rences de niveau, d'apr«« 
tes otiservations des distances zönithales «imples oct r^ci^ 
pto^nes. Par M. Biot. Paris. 1842. B., der nenesten mir bekann- 
tet! tSchr^ nlier diesen 'Gegenstand, schHeest sieh der Verfasser in den 
€>nindlelireB und iin Prineip an Lapiace an. Jedenfalls aber rerdient 
diese Sckrift aber die physikalische Theorie der Refraction Beachtung 
wid jallgeneiner bekannt zu werden, als sie bis jetzt geworden su sein 
•cfaeittt. 

*) Hen Coefficienten der terrestrischen Strahlenberechnung setzen 

die Englfinder . . ... .. ; ', . 0,2000, 

die Franzosen . . . '. ... . • 0,1600, 

Corabeuf 0,1285, 

die ostpreussische Gradniessung . • 0,1370, 

Gauss 0,1306, 

Struv« . 0,1237. 



Erfahrungssätze. 

Wir werden im Folgenden bei der, Entwickelung der Theorie 
der atmosphärischen Refraction von einigen Erfahrungssätzen aus- 
gehen , deren Richtigkeit durch viele mit grosser Sorgfalt und Ge- 
nauigkeit von mehreren Physikern angestellte Versuche als aus- 
ser allem Zweifel gesetzt betrachtet werden kann. Diese Satze 
wollen wir^ um eine sichere Grundlage für das Folgende zu ge- 
winnen , jetzt hier in der Kürze zusammenstellen, wenn dieselben 
auch allgemein bekannt sind^ und sich in jedem etwas vollständi- 
gem physikalischen Lehrbuche sämmtlich finden. 

I. 

Der erste dieser Sätze ist das bekannte Fundamente Itheorem 
der gesammten Dioptrik, dass nämlich für jede zwei brechende 
KOq)er das Verhältniss des Sinus des Einfallswinkels und des 
Sinus des Brechungwinkels zu einander constant ist, und dass 
dieses Verhältniss jederzeit seinen reciproken Werth erhält, vretin , 
die beiden brechenden Kurper mit einander verwechselt werden. 
Wird also für zwei brechende Körper überhaupt der EinfalLswin- 
kel durch cd, der Brechungswinkel durch o)' bezeichnet, und 

sin CO 



sin CD' 



gesetzt, so ist die Grosse n, welche bekanntlich der Brechungs- 
exponent för die beiden in Rede stehenden brechenden Kurper 
genannt wird , constant oder verändert ihren Werth nicht, wie sich 
auch die beiden Winkel cd und cd' ändern mögen. Werden abßr 
die beiden brechenden Körper mit einander verwechselt, so erliäft 
der Brechungsexponent «einen reciproken Werth, und wird also 

in der vorhergehenden Bezeichnung durch den Bruch — dargestellt. 

Auch hat die Erfahrung gelehrt, dass der Brechungsexponent immer 
grösser oder kleiner als die Einheit ist, jenachdem der Strahl aus 
einem dünnern in einen dichtem, oder aus einem dichtem in einen 
dünnern Körper übergeht. Im ersten Falle ist also jederzeit der 
Einfallswinkel grösser als der Brechungswinkel; im zweiten Falle 
ist dagegen der Einfallswinkel immer Kleiner als der Brechungs- 
winker . 

II. 

Ferner haben die Versuche gelehrt, dass, wenn A und ß 
zwei einander berührende, von parallelen Ebenen begranzte brechende 
Körper sind, und ein Strahl aus der Luft in den Körper Ay hier- 



auf aus dem Kürpcr A in den Kürper B, und dann aus dem Kör- 
per £. wieder in die Luft übergeht, jederzeit der erste einfallende 
and der letzte ausfahrende Strahl, die beide in .der Luft liegen» 
einander parallel sind. Bezeichnen v/Sr also den Einfallswinkel 
und den Brechungswinkel für die Luft und den Korper A durch 
CD und co', fiir den Korper A und den Körper £ durcii o' und cd", 
fiir den Körper B und die Luft durch co" und to, wobei man nicht 
SU. übersehen hat^ dass die Körper A und B nach der Voraus- 
setzung yon parallelen Ebenen begränzt werden und der erste ein- 
fallende und letzte ausfahrende Strahl einander parallel sind, die 
entsprechenden Brechungsexponenten aber durch m, k, n\ so ist 
■ach I. 



sin CO sinfi}' . sinco'^ 






Sin o' sm 0) ' sin co 

dbo, %venn man diese Gleichungen in einander raultipliciri : 

mkn = 1 , 
oder 

L 1 1 

Äir: — = — :m, 
mn n 



m der Brechungsexponent för Luft und den Körper A, ferner 
:- der Brechungsexponent für Lufl; und den Körper J?, endlich k 

in Brechungsexponent ßir die Körper A und B ist. Dies hat 
ikerbaupt auf den folgenden, auch noch durch viele andere Ver- 
ndie ausser allem Zweifel gesetzten Satz geführt: 

Wenn filr die beiden brechenden Körper A und Bder Brechungs- 
exponent X, für die beiden brechenden Körper ^ und C derBrechungs- 

jPjpoiient f( ist, so ist jederzeit y- der Brechungsexponent für die 
[|rtdtn brechenden Körper B und C 

Nanientlicfa ist die Richtigkeit dieses Satzes auch in allen den 
L, wo A der leere Raum ist, und B und C verschiedene 
oder Gasarten sind, durch Versuche ausser allem Zwei- 
fal gesetzt worden. 

in. 

Wenn wir die Dichtigkeit der atmosphärischen Luft bei der 

ttur und dem barometrischen Drucke O^sTö als Einheit 

HMshtiekeiten der atmosphärischen Luft annehmen ; so ist nach 

^ Jirin bekannten physikalischen Gesetzen die Dichtigkeit der 

|llBosphäri8chen Luft oei der Temperatur t nach dem Centesimal- 

^4ermometer und bei dem in Metern ausgedrückten barometrischen 

tacke 6: 



l 



0"», 76. (1+0,00375./)' 
Bezeichnen wir nun den Brechungsexponenten für den leeren 



6 

RtiVtm und atnto^phätlsch^ Lttfl; bei der Temperatur t und dem 
bAfOtiietrisch<m Drucke i^ durch n, so zdgen bei vefßchiedfeneil 
T^i(iiperaturen' itnd BbtemetetstMtidei) angestellte Verbuche, dad« 
der Quotient 

(w* ^ 1) ^0X767(1+0^)0375, i)' 



oder der ßruoh 



0^, 76. (1 + 0,00375 , t) (n yi) 

ö 



sehr nahe eine constaiite Grosse ist, d. h. dass die Grösse n^-— 1, 
welche man gewöhnlich die brechende Kraft l:u nennen pflegt, 
der Dichtigkeit der Luft proportional, oder dass der Quotient der 
brechenden Kt&ft durch die Dichtigkeit der Luft, welchen man 
gewöhnlich das Brechungsvermögen zu nennen pflegt, eine 
constante Grösse ist. Bezeichnen wir also, dies vorausgesetzt, 
den Brechungsexponenten für den leeren Raum und atmosphärische 
Luft bei der Temperatur und der Barometerhöhe 0*", /6 durch 
N, so ist n = Nf\iT t=0 und 6=0« 76; folglich, weil der obige 
Bruch eine constante Grösse ist: 

0.»,76. (1+ 0.00375.0 (n«-l) ^^, ^ 

ü ' 

also, wie ijuan hieraus leicht findet: 



^^ V 1 I »"'>76 . (1 + Q,00375 . <) (9 1^^ 1) 

' ' o » ■ 

mittelst welcher Formel der Brecfaud^sexponent fttr deb lehren 
Raum und atmosphärische Luft bei der Temperatur und der 
Barometerhöhe 0"*;76 aus den durch unmittelbare Versuche be- 
stimmten Werthen des Brechungseicponenten n för den leeren 
Raum und atmosphärische Luft bei der Temperatur t und Bttro* 
meterhöhe b berechnet werden kann. 

Nach Biot ist bis auf sieben Deeimalstellen genau 

iV= 1,0002943 
und / 

iV*- 1=0,0005888. 

Aus der obigen Gleichung zwischen n und JV folgt au«h. 



w— 1 ^+0"«,76. (1 + 0,00375.0' 

d. i., wenn wir die Dichtigkeit der atmosphärischen Luft bei der 
Temperatur t und der Barometerhöhe b durch D bezeichnen, weil 
i^ach dem Obigen 



D= 



0», 76. (1 + 0,00375.«) 



t. 



n=^^^ + (N^ ~ 1) D , 
ler, wenn wir der Kfine we^n ' '. -.''■■'., n:i'.' .,''•,!',; ;>, 

tzeo, wo also a eine con^tante Grösse' Uitt.' ' 

" '•..*<.=:yi;+ •*/>,.'.. . ■ ' •■■•■ 'V ;..■•; 

Ist Hl der Bre^hüngsexponeiit 'fifr ' d^D Ipieren' Raum tr^ $tr 
»sphärische Lüit von der Dic^glr^it />.» so, ist .nadi det' v6r- 
»gehenden Gfölchiing' ^ : . «H .; 



«i = Vl + 



80 ist nach II. 






« — Vl+JCD ' TT 



KDi 



KD 



kr Brechungsexponent fiir atmosphärische Luft von der Dir4itig- 
kcit D und atmosphärische Luft von der Dichtigkeit Z>x. 

Dies sind die £rfahrungssätzc> vi^elche vi^ir unserer folgenden 
itvrickelung der Theorie der atmosphärischen Refräction znin 
ide legen werden. 



ii .. . . • 



"\ ■ li 



t ■ . • > 



.# ■ . • 



: : ■ . ; ' f ■■ ■ ' ; i-j ■ 



. .^. 






-.:..• ■! l l 



l< 



; ■>£,•■;, 



■ 1- 









... ■ t 



Vi ) . 



' . » .' 



:.. : •. >r ..1. s,,- i ..:]. 



» » 
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Entwickelang des allgemeinen Begriffs der 

Refiractionscurven. 

In Taf. I. Fi^. L-spi C.dei? Mittelpunkt der Erde, welche wir 
hier als eine Kugel betrachten. Die Atmosphäre der Erde denke 
man sich von dem Punkte ,5 in derselben an , bis zu der Oberfläche 
der Erde in n mit der Oberfläche der Erde concentrische Schich- 
ten von gleicher H/ihe eingetheilt, und nehme in jeder dieser 
Schichten die Luft als gleichförmig dicht an. Die Brechungsex- 
ponenten für den leeren Raum und die Luft in der 

Isten, 2tei|, 3ten, 4ten>«..« nten 

I - ■ 

Schicht von oben nach unten seien respective 

^> ^> ^9 A4,....A-ii. 

Stellen wir uii$. nun vor> dass ein von dem Punkte s in der 
Atmosphäre ausgehender Lichtstrahf nach und nach bei den 
Punkten 



• • • 1 
respective in^.xlie 



- ) ■.■.-■ 

2te, 3te, 4te, 5te,..«.nte 



Schicht übergeht, und bei dem Punkte Sn an der Oberfläche der' 
Erde anlangt, so wird wegen der bekanntlich von oben nach unten 
hin wachsenden Dichtigkeit der Luft in der Atmosphäre der Erde 
der ganze Weg 

des Strahls nach dem Erfahrungssatze I. offenbar eine nach der 
Oberfläche der Erde hin concave gebrochene Linie sein, wobcA 
man nur nicht zu übersehen hat, dass die in der Figur von deitt. 
Mittelpunkte C der Erde nach den Punkten Si, $29 s^, 54,.... 
s^ezogenen gerad'en Linien die diesen Punkten entsprechende 
Einfailslothe sind. Bezeichnen wir nun bei den Punkten 

die Einfallswinkel und Brechungswinkel respective durch 
und 

bi J Ja 5 b3> J4>'«»»&«— 15 
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SO haben wir^ weil nach dem ErfahrungssatzQ II. die denselben 
Punkten entsprechenden Brechungsexponenten 



^ * M 



la 



Aj A2 A3 A^ An — i 

sind, nach dem Erßthrungssatze I. die folgenden- <jleichungen : 



sinzi 


h 


sin & " 


^k' 


sin Z2 _ 


-^ 


sinj^j" 


■^v 


sinz3 


-^4 


öinJs" 


'h' 


6inz4 


h 


sin^- 


A4' 


u. s. 


W. 


sin Zn-i 


An; 



Sin yi — i An— 1 

Multiplicirt man aber alle diese Gleichungen in einander und hebt 
auf, was sich aufheben lässt» so erhält man die Gleichung: 



1) 



sin Zi sin z^ sin Z3 sin I4.... sin 2n-i ^ 

sin^ising2si"&s>"£4—*'si^&>— 1 ~~^' 



Bezeichnen wir nun noch analog mit dem Vorhergehenden 
die in den Punkten s und sn von den Strahlen ssi und ^n— i^n mit 
den von dem Mittelpunkte' C der Erde nach den Punkten 5 und 
Sn gezogenen Einfallslothen eingeschlossenen spitzen Winkel 
respective durch ^ und Zn; jbo haben wir in den Dreiecken 

nach einem bekannten trigonometrischen Elementarsatze die fol- 
genden Proportioiieh : 

sin £: sin Zi =: C^x : C5, 
sin fi : sin 22 = Cs^iCsi , 
sin S^: sin 23 = 03:64^, 

$in^:sinz4=d4:C!rg, . ;::.»■ 

u. s. w. 

.siii6i-^:sinz«-i = Cjtt-i:Cjtt-a> , ;. . 

• sinjn— i:sin2;n= Cfn:Cfn-i ; 

aus denen sich auf der Stelle durch Zusammensetzung die Pro- 
porüon i . • ' { ' 



/ 
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: sin Zi sinzs dirt 23 sin 24 ... .sin in^i sirl ?n == Cjin r Cs , 



oder die Gleichung 



t> 



^ sin ^1 sin $^ sin £3 sin Sil sin^«,— 1 sinf ß 






ergiebt Aus der Vergleichung der Gleichungen 1) und 2) mit 
einander erhält man aber auf der Stelle die Gleichung 



oder die Gleichung 



Xi ' sinf """ Csji* 



«. sing Xn Csn 



Denken wir uns nun noch von dem Mittelpunkte der Erde auf die 
gehörig verlängerte Linie ssi «in Perpendikel gefällt , und bezeich 
nen dasselbe durch P, so - ist . 

also nach der Gleichung, 3) offenbar 



; . .:. . . sinz» ^x 

i^nd folglich , . webü wir den Erdhalbniei^i^er Csn dutch a bezetcliben : 



An • 



4) Psra^sinsn*. 

Denken wir unid jetzt , da$s die Anzahl n der bleich hohen 
Schicti^en, ; in welche wir die Atmosphäre von dem Punkte 9 hi&. 
zum Punkte Sm d. h. bis zur Oberfläcne der Erde, getheilt bab^fl 
in's Unendliche wächst, so geht die gebrochene Linie 

4* S\ 52^3 ^4 •••• Sn 

in eine stetig gekrümmte Linie über; P geht in das von dem 

Mittelpunkte C der Erd^ auf die Berührende dieser Curve in dem c 
Punkte s gefällte Perpetidikel, und der Winkel zn geht in den von 

der ßerührenden dieser Curve in dem Punkte 5». wo sie die Ober- ! 

fläche der Erde trifft, mit dem von dem Mittelpunkte der Erde ■ 

nach dem Punkte Sn 'gezogenen Eitifall^lothe eingeschlossenen ^ 

spitzen Winkel, welcheifi wlt im Folgenden durch Z bezeichnen ^ 

wollen, über; femer gehen ^1 und ^ respective in die Brechungs- ^ 

ext»bn«toten für den leeren Raum und die aitmosphärische Luft in ^ 

dem Punkte s, und für den leeren Raum und die atmosphärigch« ^ 



n 

Luft in dem Punkte Sn, d. h, an der Erdoberfläche^ Welche mr 
im Folgenden restoeclive durch ^ und £ bezeichnen woUeß , Üb^r, 
micl es ist also nach det* Gleichung 4) ^ tvenn Jetzt P das vod dem 
MÜtelpiinkte C der Erde auf die dem Punkte s ent^reqlicttld^ 
Berührende gl)(allte Perpendikel bezeichnet» för ein rUnendliok 
grosses n: 

5) P±=aT-8inZ, 

welche (Steichung ä^so eiigentlich die Gränzgleichüdg istf der s^ 
die Oleiehung 4) bi« zu ledem beliebigen Grade nähert^ Wenn m.ii 
ganze 2ahl n in's Unenaliche ivachst. ''i 

Auf der Stelle erheilet aber^ dass bei der vorhergehenden 
Betrachtung für den Punkt s auch jeder andere Punkt der zwischen 
den Punkten s und Sn liegenden atmosphärischen Refractionspurve 
gesetzt werden kann, so dass^ also die Gleichung 5) überhaupt 
für jeden Punkt dieser Curve gilt, was einer wisiteren Erläuterung 
nicht bedürfen wird, da es sich aus der vorhergehenden Betrtti^ih- 
tung ganz von selbst ergiebt. 

Veberlegeo wir nun, welche Grössen in dar Gleichung 6) 
const^nf und variabel sind, s(t fallt auf der Stelle in die Aug«i» 
dstM ->- natOHich bloss für- dieselbe atmosphärische Refraotionlsf 
'tätirb -^ die auf den an der Oberfläche der Erde: üegeodeiiicoo* 
stantM5 vorh^ durch sn bezeichneten Punkt :sidi bei&iehendeik 
€^5däeii tM^ h\ Z constant, dagegen die auf deA vorhef durch $ 
bto^lchlketdn veränderlichen Punkt der Ciirve mth beiteheilAett 
(jMid^eii A, P variabel sind. Setzen wir also der Kürze ivegen 



6) ^^ttaLhinZ, 



. .. .1 



fi eine, für dieselbe Refractiouscurve constante Grosse ist, 
weg€fB> seiner Al^hängigkeit vpn dem Winkel Z jaber n^türlich^ylr 
verschiedene Refraieüonseurven seiuj^n Werth i^idert^; ,^, i^pfdt 
die Gleichung 5) die Form 

7) P=f 

Der Brechungsexponent X für den leeren Raum und die Luft 
in dem als ein Repräsentant aller Punkte der Refractioriscurve zu 
betrachtenden Punlcte s derselben, und also auch der reciproke 

Brechungsexponent y- für den leeren Raum und die Luft in diesem 

Punkte, hängt nach dem Erfahrungssatze III. bloss von der Dich- 
tigkeit der Luft in dem Punkte s ab, und diese Dichtigkeit hängt 
nach Gesetzen, welche wir hier als aus der Physik bekannt vor- 
aussetzen müssen, und gewiss auch als bekannt vorauszusetzen 
berechtigt sind, wieder bloss von der Höhe des Punktes s über 
der Oberfläche der Erde, oder, was natürlich im Wesentlichen 
ganz dasselbe ist, von der Entfernung dieses Punktes von dem 
^ttelpunkte der Erde ab. Also hängt auch der reciproke Brechungs- 



1 



12 

^ 1 

exppnent t- fär den leeren Raum und die atmosphärische l^uft in 

dem Punkte s bloss von der Entfernung dieses Punktes- von dem 
Mittelpunkte der Erde ab, so dass also, wenn wir dieEntfenmng 
des Punktes $ vom Mittelpunkte der Erde dureh u bezeichnen, 

,wo f(u) eine bloss von u als unabhängige veränderliche Grosse 
abhängende Function bezeichnet, sesetzt werden kann. Und unter 
dieser Voraussetzunj^ erhält nun die för alles Folgende s^hr wich- 
tige Gleichung 7) die Form 

9) p=iinu). 

Diese Betrachtungen fiihren uns auf den folgenden allgemei- 
nen Begriff einer besondern Klasse von Curven , welche wir über- 
haupt mit dem Namen Refractionscurven zu belegen für zweck- 
mässig halten. 

Eine Refractionscurve heisst jede Curve von sol- 
cher Beschaffenheit, dass man das von einem gegebe- 
nen bestimmten Punkte, welcher der Pol der Kefrac- 
tionscurve genannt werden soll, auf ihre Berührende 
in einem beliebigen ihrer Punkte gefällte Perpendikel 
jederzeit erhält, wenn man eine bloss von der Entfer- 
nung dieses Punktes der Refractionscurv« von ihrem 
Pole als unabhängige veränderliche Grösse abhängende 
Function mit einer Grösse multiplicirt, welche für die- 
selbe Refractionscurve — d. h. für alle Punkte dersel- 
ben — constant ist, für verschiedene Refractionscur- 
ven aber ihren Werth ändert. 

Von diesem allgemeinen Begriffe ausgehend, wollen wir nun 
zuvörderst im folgenden Abschnitte einige merkwürdige geometrische 
Eigenschaften aller Refractionscurven entwickeln. 
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Allgemeine geometrische Eigenschaften der 

Refractionscurven. 

Wir wollen den Pol der Refractionscurve i|n Kplgenden als 
den Anfang eines rechtwinkligen Coordinatensykem^ annehmen, 
und die Coordinaten eines beliebigen Punktes der Refractionscurre 
in Bezug auf dieses System durch x, y bezeichnen. 

Bezeichnen wir nun die veränderlichen Coordinaten durch X, 
F; so ist nach den Principien der analytischen Geometrie 



10) Y-y=%X-x) 



dx 

die Gleichung der Berührenden der Refractionscurve ia dem 
Punkte {xy). Bringt man diese Gleichung auf die Form 

SO ergiebt sich, wetra P seine ihm im vorhergehenden Abschnitte 
beigelegte Bedeutung auch jetzt behält, und folglich das von dem 
Pol oder Anfange der Coordinaten auf die durch die Gleichung 
10) oder 1]) charakterisirte Berührende gefüllte. Per>pendikel be- 
zeichnet, aus einer andern bekannten Gründformel der analytischen 
Geometrie auf der Stelle die Cfleiclwng 

12) fM— "^ j 



wobei man nicht aus den Augen lassen darf, dass der Pol als- An- 
fang der Coordinaten angenommen worden ist. Also haben wir 
nach dem im vorhergehenden Abschnitte entwickelten allgemeinen 
jBegriffe der llefractiohscurven, wenn auch die Symbole a und u 
ihre ihnen dort beigelegten Bedeutungen behalten, .die tblgeiid<i 
Gleichung : 

oder, weil bekanntlich 

14) M=V"i*TF 
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lat, die Gleichung 

Die Gleichung 13) bringt man leicht avf die Form 

und erhält ferner > wenn man diese Gleichung in Bezug auf 
als uhbe'kÄiinte Grosse wie eine gewöhnliche quadratische Glei- 
chung auflöst 9 nach einigen leichten Reductionen för a - den Aus- 
druck: 

Weil aber 



lor 



• > 



:i:. 



nnjl 'folglich nach 14) 



ist, so ist 






Hieraas ergiebt sich aber ferner mittelst leichter Rechnaqg 
mit gehöriger Beziehung der obem und untern Zeichen auf dM 
qbere und untere Zeichen in der vorhergehenden Gleichung 18) : 

19) v-x^—^fM >^/'(«)±-^V"''-<^ '(A»))' 

1») y '"Sa;- f^/W- a:a-^2(/-(«))« 

und 

20) oT+y^ 



1£ 

obei man immer jftie Gleichung 14) gehörig zu berücksichtigen 
at. Ferner erhält mfia auch ieicbt 

- u«-^«(/(w)>)« ^^^^ .■;'■• 

• 1 ' f ■ 

ier 

so offenbar 

Weil aber nach 13) 



-> •+(ir= 1^ 



iy SO ist auch - > >'- 

( %)* 

Weil nach 14) 

u — ^x^ + y^. 
ü, 80 ist, wie maa leidit durch Differentiation nach x findet: 

. dy . dy 

Der Differentialquotient der Grösse - > 






1+ 



(I) 



bBeaoig auf or als nnabhängige veränderliche Grösse tst^, ^vie 
i naen einigen lekhiten Reductionen findet : 
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und der Differentialquotieut von fi^(f(n))^ in Bezug auf or als un- 
abhängige veränderliche Orpsse ist nacn den Principien der Diffe- 
rentialrechnung : 

d. i. in der bekannten Bezeichnung, der Differentialquotienten als 
derivirte Functionen und nach 24): 

2iiY(u)r(n). ~ 

u . 

Also haben wir wegen 13) die Gleichung: - 

aus ^er sich f 

oder, weil nach 13) , / 

und folglich auch " ; 



28) 



^+V8^y ! uf(u) 



sX ( (3^— |)rW 



ergiebt. ^ 

Bezeichnen wir jetzt die Coordinaten des Mittelpunjkts ded ; 

Krümmungskreises der Refractionscurve in dem Punkte (afp) der- \> 



■ 
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en durch p^ q, und den Halbmesser des Krummungskreises 
den demselben Punkte entsprechenden Krümmungsnalbmes- 
durch r; so ist nach den Principien der analytischen Geome- 
bekanntlich 



29) 



1 ?.7ß 



9=y-i 



'+(!)'. 

SV ' 



30) 



.3 



_"+(!)'■ 






> ist nach 28): 



31) 



„_^ + ^/p ^> 



folglich 9 wenn man für 

dy . 81/ 

^ und y — x^ 
ex ^ ex 

\ Ausdrücke aus 18) und 19) in diese Formeln einfährt: 

^^ .«_ ^yJzfiÄtQV^^-fi^CAy))^ 

32) ; ^^^""^ ' ^yf^''^ ± ^\^m2- ^2 (^(^))a ' 

, _w x^--(i^(f(u))^ _ 

ner ist nach 30) und 27) : 



r2= 






Theil X. 



IB 






/ . 



und folglich nach 13) \ J 

1 . 1//*^«^ . 



d. i. ' / 



2 L_ » ^/'M 



'^> ^' = ^^)^'- 



Weil in der Atmosphäre der Erde die Dichtigkeit der Luft 
abnimmt, wenn die Entfernung vom Mittelpunkte der Erde, d. i. 
die Grösse u, zunimmt, so himmt nach dem Erfahrungssatze III. 
die Grösse X ab, wenn u zunimmt. Also nimmt 

^ ' 1 ' 

V f(u) = i 
ZU, wenn u zunimmt. Folglich ist der Differenzenquotient 

und also offenbar auch die Gränze, welcher derselbe sich nähert, 
wenn Ju sich der Null nähert, d. h. der Differentialquotient 

stets eine positive Grösse; und weil nun offenbar auch u und 

fi=a2i sin Z " 
positive Grössen sind, so ist nach 33) fifr die Erdatmosphäre 

Die Gleichung der durch den Pol oder den Anfang der Coor* 
dinaten und den Punkt (xy) der Refractionscurve gehenden gera- 
den Linie ist 

35) YzJLx, 

Die Gleichung der auf dieser Linie senkrecht stehenden und 
durch den Mittelpunkt (/?o) des, dem Punkte (xy) entsprechenden 
Krümmungskreises der Reirictionscurve gehenden geraden Linie ist 
nach den Principien der analytischen Geometrie, wie leicht erhel- 
len wird : ; ;. 

; -«1 i 
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X 



36) Y-q^--{X-p). 

Lassen wir nun X^ Y die CoordioateD des Durchschnittspunkts 
der beiden durch die Gleichungen 35) und 36) charakterisirten ge- 
raden Linien bezeichnen, so erhalten wir durch Auflösung dieser 
beiden Gleichungen in Bezug auf X und Y als unbekannte Gros- 
sen mittelst leichter Rechnung : 



d. i. nach 14): 



37) 






Nun ist aber nach 32) 



d. i. 






folglich nach 37) : 

38) jr=j;|l--§^), r=y(i — 9^-^i. 

Diese beiden Gleichungen enthalten einen sehr merkwürdigen 
aHgemeinen Satz^ welcher eine Eigenschaft der Refractionscurven 
nsspricht , die als die Haupteigenschaft dieser Klasse von Curven 
Hl betrachten ist. Beachtet man nämlich, dass in Folge der bei- 
i» vorhergehenden Gleichungen die Coordinaten X^ F<les Durch- 
idmittspunkts der beiden durch die Gleichungen 35) und 36) cha- 

iskterisirten geraden Linien bloss von den Grossen x, y^ 21= V^^^Hh^ 
gar nicht von der im Vorhergehenden durch ft bezeichneten GrOsse, 
welche bekanntlich für verschiedene Refractionscurven verschie- 
faie Werthe erhält^ abhängen; so ergiebt sich auf der Stelle der 
b^iende merkwürdige 

Lehrsatz, 

Wenn verschiedene auf denselben Pol bezogene 

Refractionscurven in beliebiger Anzahl durch einen 

^■d denselben Punkt gehen^ so liegen die Mittelpunkte 

lier.di esemPunkte entsprechendenKrümmungskreise 

erselben in einer und derselben auf der durch den 

em ein schaftlichen Pol und den allen Refractionscur- 

2* 
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veA gemeinschaftlichen Punkt gehenden geraden Linie 
seiikrecht stehenden geraden Linie; oder wenn ver- 
schiedene auf denselben Pol bezogene Refractions- 
curven in beliebiger Anzahl durch einen und densel- 
ben Punkt gehen, so ist der geometrische Ort der 
Mittelpunkte der diesem Pankte entsprechenden Krüm-' 
mungsicreise derselben jederzeit eine auf der durch 
den gemeinschaftlichen Pol und den allen Refractions- 
curven gemeinschaftlichen Punkt gehenden geraden 
Linie senkrecht stehende gerade Linie. 

Die Lage dieses geometrischen Orts ist durch die Gleichnn 
gen 38) vollkommen bestimmt. 

Bezeichnen wir die Entfernung des Mittel])unkts {pq) des dem 
Punkte {ory) der Refractionscurve entsprechenden Kriimmungskrei- 
ses derselben von dem Pol oder dem Anfange der Coordinaten 
durch Q, so ist bekanntlich 



Q^STj^q"^. 



Nach 32) ist aber 



^ ^ f*/''(w) ^yf{u)±xVii^—^^{f{u))'^ 



l llf\u) ) • { ^,jf^u^ 4. ^ ^^2 _ ^2 (/•(„))2j2 



"*" \(^r(u)\ 



i l^yf(u) ± a:VM2_^2(^(j^))2)2 

und folglich, weil, wie wir schon aus dem Obigen wissen, 

a:hi^- li^(a;^-y^)(nu))^±2iJLaryf(:u)\ru^---f,^(f(u))^ 
= i (^yf(u) ± :rV«'-2_^2(^'(^ j2 
ist, 

r(u) " ^(if'iup ' 

also nach dem Vorhergehenden 
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V 



u 



t 2m/-(«) 



39X e= 

Ffir die Erdatmosphäre ist nach 34) 



rw + W(^)i 



9 



te 



r = 



JT^' 
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m) Q=:Vv:^'-2iirf(u) + r^, 



Bezeichnen wir die Entfernung der Punkte (xy) und (XY) von 
Bander durch R, so ist 



ach 38) ist aber 



X 



Ä=:1^(ar-.JS:)2 + (y~F)« 






bo 



(^^JI0« + ö,-F)^=(.:«+3,«)j^^j 



in nach 14) 



A«) 



fbl^ch 



(..^;r)H(2.-F)»=j^) 

I 



Die Grosse f(ti) ist immer positiv , und ffir die Erdatmosphäre 
MMJhdera Obigen auch f'{u) positiv; also ist ffir diese * 

42) Ä=^. 

Beseichnen wir die Entfernung der Punkte {pq) und {XY) von 
^ier durch S^ so ist 



doa Obigen ist aber 

y_^ ^(P^ + q y) _ f/ipy - ^^ r) _ y(py - gx) 

y _ ^ y(p^ + qy) _ ar(ya: — /?y) _ x^qx—py) 
wie leicht erhellen wird. 
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(;,-;^.+(*-F)«=(^';-^)'. 
Weil nun nach 31) 

also 

py ■— ^^ A^) ^ ^ 3^ 

ist, so ist nach 19) und 20) 






d. i. 



folglich nach dem Obigen 

*»;<>- fi3(/-'(„))2 ' 

oder 

44) «2-1— «-l'-i/M"* 



was man anch hätte oiunittelbar aus 33) und 41) schlidssen i 
, nen, da natürlich 

sein mues. Für die Erdatmosphäre ist f'(u) nach dem Obi 
bekanntlich positiv, und folglich 



oder 



^) «- W^) 

46) Srsjj^Vwa-ft^yC«))«. 

Durch 4ie Punkte s und Sn der in der Erdatmosphäre lie^ 
den RefractionftcuTve ssn ini Taf. I. F4g. 2. wollen wir uns jetzt an 
Mibe die Berührenden ss' und snSn gezogen denken. Der Du 
schnlttepunkt dieser beiden Berührenden s#i O, und der 
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denselben bei O eingeschlossene Winkel iO$» sei 0. Dievoii: C 
aus parallel mit SnSn und mit dieser Linie auf einer Seite der 
dem Punkte ^n entsprechenden Vertikale gezogene Linie CA werde 
' jetzt als der positive Theil der Axe der x angenommen, und dte' 
iD der Figur von C aus auf CA senkrecht gezogene Linie CB 
sei der positive Theil der Axe der^; so ist^ wenn ^^ y die Coor- 
dinaten des Punktes s in Bezug auf das angenommene System 
bezeichnen, nach den Principien der analytischen Geometrie 

47) tong® = g, 
oAet, wenn wir der Kfirze wegen 

48) .= 1 

setzen, 

49) tang0=t<?. 

Also ist, wenn man nach B differentiirt : 

50) si=^8«^* 

^ cos 0^ 

und folglich, weil 

1 1 



cos©« = 



l + tang02""l + «o« 
ist: 

51, >B^^ 
; Nno ist aber nach 12) 

^-^ ix 

82) />=J: 



I 

indem man das obere oder untere Zeichen nimmt, jenachdem die 
Grosse y — x^ positiv oder negativ ist; d. i. in der eingeführten 
Bezeichnung 

Also ist, indem alle DifTerentialc in Bezug auf lo genommen 
werden : 

r,p , (l + w*) (8^ — wdx — xdw) — (y — xw) w dw 
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und folglich, weil Dach 48) 

Sy — wdx = 
ist: 

^ ^(1+M)*)V1 +«)« 

also nach 51) : 

Bezeichnet nun wie cewühnlich u die Entfernung des Punktes! 
oder (xy) von dem Mittelpunkte C der Erde, so ist 

und folglich nach 53) 

d. i.2 wie man nach leichter Rechnung findet: 
Nach (55) ist aher 

also nach dem Vorhergehenden 

und folglich 

dP 

56) S0 = + 



wo sich nun noch fragt, wie in dieser Gleichung das Zeichen za 
nehmen ist. Aus einer hlossen Ansicht von Taf.I.Fig.3. wird aber auf 
der Stelle erhellen, dass P und S gleichzeitig zunehmen und ab- 
nehmen, und dass alsOsdf^und dS gleiche Vorzeichen haben ^ io 
der vorhergehenden Gleichung folglich das obere Zeichen genom- 
men, also 

gesetzt werden muss. 
Weil nach 9) aber 

ist, so ist 

dP=fif\u)du, 
und folglich 

fif*(u)Su 



58) 30= 



Vu^'-li^ifiu))^' 
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Terrestrische Re fr actio n. 

In Taf. I. Fig. 4. sei der um denPunkt C, welcher den Mittelpunkt 
der Erde vorstellen soll , beschriebene Kreis die Meeresfläche, 
d. h. die wahre oder eigentliche Oberfläche der Erde, und a sei 
der Halbmesser dieses Kreises , d.h. der Erdhalbmesser. Die 
Punkte A und B seien zwei Punkte auf der Erde 5 und in dem 
Punkte A sei die scheinbare Zenithdistanz Z des Punktes B ge- 
messen worden , welche der von der Berührenden AB' der Re- 
fractionscurve AB zwischen A und B in dem Punkte A mit der 
Vertikale AA' dieses Punktes eingeschlossene Winkel A'AB' ist. 
Die Höhen der Punkte A und JS über der Meeresfläche seien h 
und Hy so dass also a-h^ ^^^^ a + H die Entfernungen dieser 
beiden Punkte von dem Mittelpunkte der Erde sind. Den von den 
Vertikalen der Punkte A und B am Mittelpunkte der Erde ein- 
geschlossenen Winkel ACB wollen wir in der Kürze durch C 
bezeichnen. 

Weil man das Gesetz der Abnahme der Temperatur in der Atmos- 
ph&'e von unten nach oben, und also auch das ueisetz der Abnahme 
der Dichtigkeit der Luft in der Atmosphäre von unten nach oben gar 
I' lacht kennt, und wohl auch schwerlich Hoffnung haben darf, jemals 
rar Kenn tniss dieses Gesetzes zu gelangen, es auch selbst fraglich 
bleibt, ob überhaupt ein solches ganz bestimmtes Gesetz in der 
Natur existirt; so bleibt nichts anderes übrig, als sich bei der 
Bestimmung der terrestrischen Refraction mit einer Annäherung 
zn begnügen , wozu auch alle Schriftsteller über diesen Gegenstand 
bis jetzt genöthigt gewesen sind. Da nun aber bei terrestrischen 
Messnnsen der zwischen den beiden Stationspunkten A und B lie- 
gende Bogen AB der Refractionscurve' in allen Fällen immer nur 
sehr weuig^ gekrümmt und im Vethältniss zu den Dimensionen 
der Erde nur sehr klein ist , so wird man denselben mit hinreichen- 
der Annäherung als einen mit dem Krümmungshalbmesser der 
Refractionscurve in dem Punkte A a|s Halbmesser beschriebenen 
Kreisbogen betrachten können, von welcher freilich nur annähernd 
richtigen Voraussetzung auch Lambert a. a. O. p. 64. ausgeht. 
Bezeichnet man den IVlittelpunkt dieses Kreisbogens duroh O und 
zieht auch noch durch den Punkt B eine Berührende BD an den- 
selben, so sind offenbar, wenn man sieh noch die Sehne AB 
gezogen denkt, nach bekannten Eigenschaften des Kreises die 
Eeidei^ Winkel BAD und ABD einander gleich , und der Winkel 
BDB* ist also als Aussenwinkel des Dreiecks ABD doppelt so 
gross als der Winkel BAD oder BAB' , durch welchen offenbar 
lie Grosse der Refraction in dem Punkte A dargestellt wird. 
Sehr leicht erhellet aber auch aus bekannten Sätzen vom Vier- 
Bck die Gleichheit der beiden Winkel BDB' und AOB , so dass 
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also auch der Winkel AOB die doppelte Refraction BAB' , oder, 
wenn wir die Kefraction von jetzt an durch (p hezeichnen, der 
Winkel A0B^=^2q> ist. Also ist in dem Dreiecke AOB: 

AB = 2.AO.smq), 

und folglich , weil nach der Gleichung 34) in den im Vorhergehen- 
den eingeführten Bezeichnungen offenbar 

AO= « + * 



(V"(«+A) 

isti ■ 

.^ 2(a+A) . 

In dem Dreieck« ABC ist aber nach einem bekannten trigouome- 
,tri«chen Satse 

.4iB2 = (a + Ä)2 + (a + Ä)2— 2(a+*)(a + //)cosC 

öder 

m 

d. i. , wie leicht erheilet : 

m t 

Vergleicht man dies mit dem Vorhergehenden» so erhält man die 
Gl^chüng 

' =(»•— A)* + 4(a+A)(a + Ä)siniC«, 

ff • » 1 I 

oder^ Wie leicht erhellet: 

.In9,«= ifi" [f (o + A) I» f (^y + 4 (1 + ^^) Bio iC* \ , 
folglich 

w^bei tHaa nicht zu vergessen hat^ dass fia + k) in der Erdat* 
mofiphäre nach dem vorhergehenden Abschnitte bekanntlich ^ne 
pomive Grösse ist 



sl 
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Weil DUD aber, wenn jetzt X den Brechungsexponenten für 
den leeren Raum und die Luft am Beobachtungsorte A bezeich- 
net, naehr 6) offenbar ^ 

60) f*=:(a+Ä)isin2 ' 

zu setzen ist; so ist nach dem Vorhergehenden 

61) fijn 9 = 

/ . 

Bezeichnen wir jetzt die Dichtigkeit der Luft in_der Enl^r* 
nung u vom Mittelpuniite der Erde überhaupt durch o(u)f so er- 
hellet aus der Gleichung 8) uod dem Erfahrungssatze lil. auf der 
Stelle die Richtigkeit der Gleichung 

oder 

v' 63) /•(") = {l + Ä5(i«)i-i, 
wo nach dem Erfahrungssatze IIL 

64) .Ä' = 0,0005888 
ist Also ist 

• •■#'/■ 

d.i. 

^ '^'~ 2{l + ÄÖ(M)!Vl + JfÖ(M)' :.r..-. , 

und folglich 

.66) f(a+ ')— 2{i^^ö(a + Ä)JA'^l+Äö(a+Ay, ^ .;. , 

Weil nun aber, wie aus der Bedeutung der Grosse L und dem 
Erfahrangssatze IIL erhellet» 

67) i = VI + Ä'ö (7+Ä) 

ist, so ist 

Lf{a-\-h)—- 9 jH.A:«(rt + /»)!' 
md folglich nach dem Obigen 
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: 68) sing) 3= . ': 

oder auch 

69) siD9>=: 

Die Temperatur der Lufl; nacn dem Centesimaithermometer 
und die Barometerhuhe nach dem metrischen Barometer in dem 
Stationspunkte A wollen wir nun respective durch t und b hezeicb- 
nep. Wird dann ferner die Dichtigkeit der Luft bei der Teoipe- 
ratüai* und der Barometerhohe 0^,76 überhaupt durch ^ bezeich-^ 
net^ so ist bekanntlich 

ö(a + /0=ö„,^76.(, +0,00^75":^ ^- 

Bezeichnen wir aber den Werth, welchen ö'(a + A) haben wurde, 
wenn in dem Punkte A die Luft die Temperatur hätte und 
unter dem barometrischen Drucke 0'",76 stände, d. h. wenn in dem 
Punkte A die Dichtigkeit der Luft A wäre« durch G, so dass 
also gleichzeitig 

(d(a+h)=A, (d'(a + h)=^G 

wäre« so wird man offenbar nach den Principien der Differential« 
rechnung, wenn« wie es zur Zeit der Beobachtung in dem Punkte 
A nach dem Vorhergehenden wirklich d^r Fall ist« 



ö(a + A)=om^76 . (1 ^ 0,00375 , t) ^ 



ist, gleichzeitig 

ö'(a-\-h) = y„ yg ^j ^ 0,0037570 ^ 

zu setzen berechtigt sein, oder es ist, weil nach dem Erfahrungg- 
satze III. bekanntlich ^=1 ist: 

ö (a + A) = ^jQ ^^ ^ 0,00375 ."Ö ' - 

°'^" + *^='0™,76. (1+0,00375.*)^' 

wo nach dem Vorhergehenden offenbar G eine Constante ist. 
Setzen wir nun der Kärze wegen 

70) :& = -iKG. 
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WO auch 3t eine Constante ist, und 

71) F{b,t) = y„ 7g ^ ^ 0,00375 .1) ' 

ßo erhält man nach dem Obigen für sin 9 den folgenden Ausdruck •* 

72) sin9> = 

Man kann auch 

73) ifi = aÄ 

setzen, wo Kt wieder eine Constante ist, und erhält dann nach 
dem Vorhergehenden 



74) sin tp = 



^1(1+^) ^(6,0 



Will man sich verstatten, die immer sehr kleinen Grossen 

, h j H-A 
— und — r-T^ 
a a-i-h 

als verschwindend zu betrachten, so wird 

75) sin 9= j-p^yyT-^sin JCsm Z, 

oder, weil 9 und C immer sehr kleine Grössen sind, näherungs- 
weise 

Unter Voraussetzung derselben Temperatur und desselben ha- 
nohetrischen Drucks am Beobachtungsorte, wo die scheinbare 
Zenithdistanz Z gemessen worden ist, ist also die Ref^action 9 
BSherungsweise der Grösse CsinZ proportional, wo C bekaniit- 
idi der von den Vertikalen der beiden Stationen am Mittelpunkte 
Jer Erde eingeschloss )ne Winkel ist. 

Bei der vorhergehenden Entivickelung sind wir von den beiden 
vSUig genauen Formeln 

Chord AJB = -777 — rr^ sm w 
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Chord AB= V(H-h)? + 4(a+A)(tt+ff )i8lti J G» 

ausgegangen. Denkt man sich nun aber aus dem Mittelpunkte C 
der Erde mit dem Halbmesser CA durch den Punkt A den die 
Linie CB in dem Punkte Bi sehneidenden Bogen ABi beschrie- 
ben, und verstattet sich,' diesen Bogen als eine auf CA in A und 
auf CB in Bi senkrecht stehende gerade Linie zu betrachten, so 
ist in dem rechtwinkligen Dreiecke ABBi offenbar 

Chord.4JS = Are -4J5*i.. cosec (Z + 9). 

V J . 

Nehmen wir aber an, dass der Winkel C in Graden ausgedrückt 
sei, so ist 

(a + h)n:ATcABiz=l80:C, 
also 

Are ABl = — jgg — , 
und folglich nach dem Vorhergehenden 

Gestatten wir uns jetzt, diese Näherungsgleichung statt der im 
Obigen in Anwendung gebrachten genauen Gleichung 



ChoTd AB='^ (H -hy^-{^ 4 {a + h)(a+n) sin i,C^ 

zu gebrauchen, so erhalten wir durch Vergleichung mit der ge- 
nauen Gleichung 



Lhord AB = —777 — r~n sm qp 



die Gleichung 



2(a+A) , (g -{■ A) ggCcosec(Z+ y) 

also 



77) sin y = ^"^^jy ^^ » Ccosec (Z+ y) ; 

fbiglicby weil nach 60) 

, M ,1 ,.,! , jx = (a + A)isinZ 

ist: 

nrf^ fiin ^ 

78) siny=X(a+A)A« + A).3eö- sin(Z4y) ' 
Nach dem Obigen ist aber 
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dsd 



ir / 



, / 



. _ Jg(a + A)ö'(a + /t) srC sin 12 
*'"''-" 4a + Äö(a + A)! ■180'sin(z + 9))' 

oder nach dem Obigen. 

siny-- i^^f(6,/) 'ISO'sinCZ+gj)' 

d. i. 

'7o^ • _»(«±A)ZXM ^' sinZ 
7») sing)- i^ji^^'(^^,) 'l8Ü«*sin(Z+9))' 

oder nach 73): 



«n^ • ^^<^+«)^<^'^) «£ sinZ 

ÖU) sing)_ i^^^^(6,/) : 180» * 6in(Z+|))* . 

Setzt man aber tp fiSr-sing», und nimmt nur an, dass 9> und C in 
denselben Maasstheilen ausgedrückt sind, so erhält man nSherang^s- 



A:i(i+^)f(6,*) 



a 



sinZ 



:!■ . 



Ans 4«f Gleichung 80) erhält man auch, unter der Vorays- 
letzDDgy dass C 
ansgeorücktiat: 



letzDDg, dass C in f heilen dea Halbmesseris oder< der Einheit 
idru« 



siD g) sin (Z + 9) = ^tj^piu^t) * ^'^'^ ^^ 
d. i. nach einer bekannten goniometrischen Formel : 

cos Z—cos(Z+ 2{p)= — 1 . v'i^/L -Ä — • C*«*"» Z, 



riM 



l+KF(b,t) 



2Ä,(1 + J)F(6,0 



co8(Z-f 29))=:co8 Z i-t-kP(b '7) — • ^*''' ^• 



M 



mm 



coßiZ-i-iq>) s: cos Zcos 2^ — 8inZ8in29) 
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Ist, SO ist^ wenn man sich wegen der Kleinheit von tp Terstattet, 
cos29=t und sin 2^=29? ku setzen, wovon das Erste mit Ver- 
nachlässigung von Gliedern der zweiten, das Zweite mit Vernach- 
lässigung von Gliedern der dritten Ordnung zulässig ist, näherungs- 
weise 

cos(Z+2g)) = cosZ--29sinZ, 

und folglich, wenn man dies für cos(Z-|-29) in die obige Criei- 
chung setzt: 



^^ ^- l+KF{b,i)~'^' 



h 

oder, wenn man nun noch — als verschwindend betrachtet: 

a 



83X \, -gi^^>^) c 



Hiernach ist also unter Voraussetzung derselben Temperatur 
und desselben barometrischen Drucks am Beobachtungsorte die 
Refraction dem von den Vertikalen der beiden Stationen am Mit- 
telpunkte ^er Erde mit einander eingeschlossenen Winkel propor- 
tional, welches der Satz ist, auf welchen bekanntlich nach Lam- 
bert und Laplace die Berechnung der terrestrischen Refraction 
allgemein gegründet wird. Ich hoffe aber , durch die vorhergehen- 
den Entwickelungen die Richtigkeit meiner in der Einleitung aus- 
gesprochenen Behauptung, dass dieser Satz nur als eine rohere 
Annäherung betrachtet werden dürfe, jetzt deutlich nachgewiesen, 
zu haben. Es ergiebt sich dies. auch auf unzweideutige Welse, ■ 
wenn man sich die Mühe nimmt, die Betrachtungen, auf welche 
Lambert a. a. O. seine Entwickelungen gegründet hat, genauer 
zu verfolgen und sorgfaltig zu anal^'siren; und dass auch Laplace 
bei seiner Theorie der atmosphärischen Refraction sich eine ziem- 
liche Anzahl von Vernachlässigungen und Auslassungen kleiner 
Grossen zu gestatten genöthigt gewesen ist, glaube ich hier als 
hinreichend bekannt voraussetzen zu dürfen. 

Vorzüglich kommt es mm noch darauf an , zu zei^n , wie der 
aus dem Obigen bekannte constante CoeHicient Ki durch Beob- 
achtungen bestimmt werden kann. Das zweck massigste und der 
§anzen obigen Theorie, bei welcher der zwischen den beiden 
tationsputikten liegende Bogen der Refractipnscurve näherungs- 
weise als ein Kreisbogen betrachtet worden ist, am besten ent- 
sprechende und überhaupt die coiisequenteste Durchführung dieser 
ganzen Lehre gestattende Mittel, zu dieser Bestimmung zu gelan- 
gen, scheinen mir jedenfalls die Messungen oder Beobachtungen 
sogenannter gegenseitiger Zenithdistanzen zu sein. 

Hat man nämlich in den beiden Stationspunkten A und ß, wo- 
bei jetzt Taf. I. Fig. 5. zu ver&^leichen ist, gleichzeitig die schein- 
baren Zenithdistanzen Z und B gemessen, und^ bezeichnet die 
entsprechenden Refractionen durch JZ und Jß, die wahren 
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ren ZenithdLstaDzen also durch 2-\-A7j und S + '^S; so hat man 
in dem Dreiecke ABC offenbar die Proportion 

a + A:a + if=:8in(3 + -^3):sin(Z + -^Z). 
Nun ist aber 



also 



C+{180o-(Z+z/Z)} + {180<>--C3 + ^3)} = 180«, 



^Z+^3=C-(Z+3) + 180o, 



und aus der obigen Proportion ergiebt sich nach einem bekann- 
ten Satze 

2« + iy+Ä:J5f-A 
= sin (Z + AZ) + sin (3 +^3) : sin (Z + AZ) - sin (3 + A^) 

= SiD{i(Z+3) + U^^+^3)lcosU(Z-3)+i(-^Z^^3)} 

:cosU(^+3) + U-^^ f ^3)} sin ti(^-3) + K^^- ^3)1 

=tangti(Z + 3) + i(^Z + ^3)|:tang(i(Z-3) +4(^^-^3)1, 

d. i. nach dem Torhergehenden 

2«+15r+A:Ä-Ä=:tang(90o+iC):tang{.KZ— 3) + 4(^Z--df3)! 
= cotiC:tangU(3-Z) + i(^3-^Z)}. 

unter der Voraussetzung aber^ dass der Bogen AB der Re- 
lictfonscurve zwischen den neiden Stationspunkten A und B ein 
frebbogeo sei, welche der ganzen vorhergehenden Theorie der 
tnroitrischen Refraction zum Grunde liegt, ist offenbar AZ=:A3, 
:mH die Gesichtslinien oder die Visirlinien in A und B als Be- 
riftrende ffieses Kreisbogens zu betrachten und folglich gegen die 
Sckne AB unter gleichen Winkeln geneiet sind; also ist unter 
Voraussetzung nach dem Vorhergehenden 



2a + lf+A:Jy— A=cotiC:tangi(3--Z), 

•der anch 

2(a+A) + ir— A:Ä— A = cot4C2tangi(3— Z). 

Bestimmt man aus dieser Proportion H—h, so erhält man 

2(a + A)tangi(3-Z) 



H^h=. 



cot4C~tangi(3-Z) 



•der 



£f-A: 



iL 



2(a+ A)sin HCsin U3 - Z) 
cos4CcosjC3-Z)— sin4CsinJ(3-Z)' 



^. « ^_ 2(fl+A)sin4CsinU3- Z) 
ö4; n^n^ cos4(C+3-Z) ' 



TheUX. 



8t 

also. • •;,< : ;. - ■• ■'■ ■■■ ■ ■■ ' ■■ ■■ '■■■ ■ ■■■■■ \ ■■ 

■ .^^ i ^=^+ 1 cofci(e-h^i.z) " '• 

Um mittelst dieser Formel /f berechnen zu können', ' miiisiB 
ausser den gemessenen, scheinbaren ZenithdistanfieB Z vnd 3 ^^ 
Erdhalbtnesser a bekannt sein , für welclien man am besten den 
Krümmungshalbmesser des Erdsphäroids unter der Breite ae||^ 
welche das arithmetische Mittel zwischen den Breiten der beiden 
Stationspunkte ist, wobei -wir die Formeln, nach welchen dieser 
Krümmungshalbmesser am leichtesten berechnet werden kaniL 
die sich ohne Schwierigkeit aus der Theorie der Eüipse entWickiüp 
lassen, hier als bekannt annehmen. Ferner muss die Hcbe h mt 
Station A über der Meeresfl&che bekannt sein, welche durch baro- 
metriifche Höhenmessungen oder durch ein Nivellement bestimmt 
werden nihüs, wedlialb Sieb Beobachtungen in der' Nahe des 
Meene^ zu den Qeatimmuhgen; von welchen hier die Rede ist, am 
besten eignen dürften. Endlich muss der Winkel Cam..Mittd- 
punkte der iSräe ,' welcher aus dem' gemessenen Horizbntalabsiande 
der beidM Stätiönspunkta; wie weiter zu erläutefn hiel* nidit 
nöthig sein wird, immer leicht berechnet werden kann, bek^njpt 
sein, aus welchem Grunde gleichfalls Beobachtungen in der Nälw. 
des Meeres zu solchen Bestimmungen wie die obigen die ge^^ 
netc^n sein dül'ften. 

Hat man min auf diese Weise H bestimmt, so sind in dem 
Dreiecke ABC zwei Seiten a-fA, a-\-H und der eingeschlossene 
Winkel {7 bekannt, und es könnea a|so in diesem. Dreiecl^.d«^ 
beiden andern. Winkel, d^ren. Supplemente die vvabren..2eDitbc(l|' 
stanzen in den beiden Siaiipaspunkten^ und £ sind, nachibe^äoi' 
ten Regeln der ebenen Trigopoipetriei berechnet* wej^^n,; Ziel^ 
man.niiu v^n diesen so Wenhneten wahren Zenltbdbi^anf^fiq ,'iU^ 
giemesi^nen scheinbaren, Zlenitbdistanzen ab, so erhätp^ imsA di^ 
f^rrestrische Refraction^ weldije im Obigen überhaupt. dur^h q^ bji^ 
zeichnet worden ist. 

Wenn nun auch noch auf der Station A das Barometer und 
Thermometer beobachtet worden ist, wobei wir die beobjäcbtete 
Barometerhöhe auf bekannte Weise gehörig reducirt voraussetzen, 
so sind in der Hauptgleiehuog 74) mit Ausnahme des constanten 
Coeflicienten Ki alle Grössen bekannt, und dieser CoefQcient kann 
folglich mittelst der aus 74) unmittelbar sich ergebenden Formel • 

gß) j^^_ |l + A:F(6,/)|siny 



(l+J)F(6,0sinzV (f+i)V4(l+^)siniC^ 

berechnet werden^ 

Bei der so eben gegebenen Erläuterung der Bestimmung des 
constanten Coeflicienten nahe ich mich bloss an die Hauptßrmel 
74) gehalten, well die Art tfnd AVeii^, wie man; sich bei dieser 
Bestimmung mittelst A^t tilBrigen im Obigen entwickelten Mähe- 



t ■ . 



■'«5 

rangsformeln zu verfaalten hat, nun ganz tod selbst erhellen, und 
hier keiner weitem Erläuterung bedürfen wird. 

Wenn aber auch der Refractionscoefficient nach der so eben 
gegebenen Anleitung bestimmt worden ist und daher als bekannt 
aDgenommen werden kann, so wird man bei wirklichen HOhen- 
laessungen zur Bestimmung der [gesuchten Hübe am besten und 
einfachsten doch nur auf. dem ^eg« successiver Annäherongen 



zunäcbst mebr aut die weitere Entwickelufig der ibeone der ter- 
restrischen Refraction ,.^^\t^ auf den praktischen Theil dieser nicb' 
tigeD Lehre gerichtet ' 
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Astronoiiiische Refraction. 

Wenii, wie Taf. I. Fis. 6. zeigt, ein von eiDem Sterne 5 aus- 
gehender Strahl Ss die Atmosphäre der Erde in dem Punkte i 
trifft, und dann nach den in der Atmosphäre erlittenen Brechun- 
gen in dem Punkte in auf der Oberfläche der Erde anlangt, so ist 
offenbar Sinßn der Winkel, um welchen man die in dem Punkte 
8h gemessene scheinbare Zenithdistanz Z dieses Sterns ver&r5igi(em 
muss, um seioe wahre Zenithdistanz zu erhalted, also der Wior 
kel. Welchen man die astronomische Refraction zu nennen pAegt 
Wegen der grossen Entfernungen der Sterne von der Erde kann' 
man aber die Linien Ssn und Ss oder Ss' ohne aUen merklidwn 

fehler als einander parallel betrachten, woraus sich die GlcMk- 
eit der Winkel SsnSn und SOsn oder sOsn ergiebt, so ätm 
also auch durch den Winkel sOs» y welcher oben in dem 'Ab- 
schnitte über die allgemeinen geometrischen Eigenschaften dir 
Refractionscurven durcn B bezeichnet worden ist, die astronoiniscfie 
Refraction dargestellt wird, und wir daher nach 58) fiSr diesdhe 
die pifferentia^leichung 

87) 3©=--^M8!L^ 

haben , wo jetzt u die Entfernung der äussersten Gränze der Atmo- 
sphäre von dem Mittelpunkte der Erde bezeichnet, und dah«r im 
Folgenden offenbar so lange als constant zu betrachten ist,- so 
lange die Luft in der Atmosphäre in einem unveränderlichen Zu- 
stande vorausgesetzt wird. 

Setzen wir nun 



88) a©=__^i^ 



«V 



•-^<^) 



2 



oder 

und entwickeln die Grosse 



i>-'-(^>r 



k 



nach dem ßinomischen Lehrsatze, dessen Anwendung hier zuläs- 
sig ist, weil die nothwendige Reellität von dB von selbst fordert 



97 

« die Grtose 



-'(^y 



l2-j 



Der als die Einheit ist /in eine Reihe, so erhalten wir 



w • w 



/ 



+ 2.4'* ti» 

1.3.5 (/(u^^^Ate) 81c 
"^2.4.6^ i? 



1 aber die Grosse 



l^znoLsinZ 



u ganz unabhängig ist, und S (ät u=^a offenbar Terschwin- 
muss, so erhäh mau aus der obigen Gleichung durch lnte< 
Um auf äer Stelle i / 

+ 24V- M" 



\ 

l \ 

i \ 



■ 1>3.5 ^ P^(f(u))^r(u)du 



2.4.6 V« tt'^ 
+ 

Kriegt man nun, d^tös die <^rossen 

( /^(t«))V((»)8« 



t . 



1.4.6 ^a tt^ ' 



r3.5 
2 

/ ii s. w. 



i der scheinbar.en "Zenitlidistanz Z ganz unabhängig und also 
f alle scheinbaren ZenithdistaDzen dieselben sind, so können 
ir dieselben nach der Reihe durch 

/ %y », 6, 3),.... 

tteiehnen, indeitn diese Symbole von der scheinbaren Zenith- 
Idnz Z ganz unabhängige Grössen bedeuten, und erhalten da- 



I« 

ber nach dem Obigen für die astronomische Refraottfin- 10 eiwA 
Analytischen Ausdruck von to fohenden Form: 

89) ö?=«s{p^+i»sinZ^f g^Ssin^*-f.|^3^^^^^ . , 

Einen Ausdruqk. ypn anderer Fojcm kai^n man auf folgende Art 
entwickeln. Nach aen| Obigen-is€ 

und folglicht wenn man ßir fi sisinen aus dem Vorhergehenden 
bekannten Werth einführt: -.., 

Ä£siH^Z/^(») — 



oder, wie leicht erhellet; v, .. 

aL8\nZr(ü) — 



-.1. 

• •■ 



Vcos Z» + { 1— a«i» (^^ Y} siD Z« 

folglich 

oitaug Z/"'(m) — 
90) 88= , . ,.. u 

* ' ' 

Entwickeln wir nun wieder di^ Gross'e 

« ■ 

nach dem Binomischen Lelirsätzei in ^fne i^ei^e, so erhalten wir: 



3©=tangZ.^^a« 



^. 



■ . j'f'|>if|! * • • • 1 • ^ • ' • ■■ n "^ ■• ? 



. ,.i rui •! ■ I, ' . 



.1 ■; 



I ■ r • . f 

■ ' ■ <* I ' ■ i ' 



also, wenn man auf beiden Seiten dieser Gleichung integrirt, auf 
ganz ähnliche Wei^e vfi» bei 4^r Toi^rgehenden Entwickelung : 

+ , 

wotmis sich, neon wieder 

spHsse von der scheinbaren Zenithdistänz Z ganz unabhlngie«! 
Grossen bezeichnen , für die astronomische Refraction B unmlt-' 
telbar der folgende Ausdruck ergiebt: 

91) «=i4tang2— |BtangZH|^CtangZ5--|^'^Z>tang 

Diese Form des allgemeinen Ausdrucks der astrononiischen' 
Refraction wird der Theorie derselben ^ gewöhnlich ziim Grmde 
gelegt, und dabei etije grössere oder geringere Anzahl von Glie- 
dern der Reihe auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens vom 
Ao£uige derselben a^bf^rücksichtigt. Da es uns hier, wie schon 
m der Einleitung bemerkt worden ist, vorläufig nur auf eine ailge-« 
meine Erläuterung dieses wichtigen Gegenstandes ankommt, und 
wir für jetzt mit diesen Entwickclungen nur ^ine Yervollstlincligung 
der im Vorhergehwaden g<(gebeneo Theorie der terrestrischen Re- 
fraction, vorzüglich Anfängern zu Liebe, bezwecken; so wird es 
der Kürze wegexi hinreichend sein» bei den beiden ersten Glie- 
dern der obigen Reihe stehen zu bleiben, und daher 

9^ e=^tangZ--JÄtangZ3 

za setzen. Die CoefBcienten A und B sind offenbar nur so lange 
consta.nt, so lange der Zustand der Atmosphäre ungeändert, 
d. h. »• lange der' Stand des Barometers und Thermometers am 
Bedimchtini^Korte dersetbe bleibt. Legen wrr nun aber den Zu- 
stand der Atmosphäre, wenn am Beobachtungsorte der Stand des 
Barometers 0"»,7o und d^r Stand des Thermometers ist, als 
einen Normalzustand zum Grunde, lassen ferner jetzt Ä und B 
die diesem Normalzustande der Atmosphäre entsprecnenden Wer'the 
der beiden Constanten bedeuten, und setzen endlich, wie gewöhn- 
lich geschieht und, wenn auch nicht mit völliger Strenge, den 
Beobachtungen zufolge doch wenigstens näh erungs weise verstattet 
ist, die atmosphärischen Refractionen Aew Dichugkeiten der Luft 
proportional; so wird man offenbar, da bekanntlich 
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die Dichtigkeit der Luft bei dem Barometerstände b und der Tem- 
peratur t ist, nach dem Obigen im Aligemeinen 

93) e=F(6,/).(2ltangZ— JÄtangZ«) 
oder 

94) «=;F(6,f)^tangZ— |F(6,^i?tangZ3 

zu setzen haben. Die\ConstaDten ^ und B in dieser Formel mfis« 
sen aber durch Beobachtungen bestimmt werden, wozu die Astro* 
nomie verschieäene Wege darbietet, von denen wir hier jedoch 
nur den folgenden etwas näher erläutern wollen. 

Alan messe die scheinbaren Zenithdistanzen Z' und Z" eines 
Circumpolarsterns bei seinem obern und untern Durchgänge durch 
den Meridian, und beobachte gleichzeitig die Stände des Barome- 
ters und Thermometers 6', 1f und b", r; so hat man, wenn die 
entsprechenden Refractionen durch S' und ß^' bezeichnet werden, 
nach 94) die beiden folgenden Gleichungen: 

0'=F(6',OtangZ'.^^iF(6',OtangZ'3.Ä, 
9" = F(b" ,f')taLngZ'\A-'iF(b\1f')tsingZ''^.ß. 

Weil nun Z' + ©', Z"+0" die wahren Zenithdistanzen sind, 
und bekanntlich, wenn P den Abstand des Pols vom Zenith be- 
zeichnet, jederzeit 

(Z' + 6') + (Z" +e^=2P 

ist *); so erhalten wir aus den beiden obigen Gleichungen, wenn 
der Kürze wegen 

«=Z' + Z", 

ß=F{b'yif) tang Z' + F{b" , f) tang Z" , 

yz=z\F{V, t) tang Z'a + \F{b" , i") tang Z"^ 

gesetzt wird, wo die Grossen er, B, v aus den Beobachtungen 
sämmtlich bekannt sind, auf der Stelle aie folgende Gleichung: 

Hat man nun aber ganz auf dieselbe Art wie vorher drei Gircam- 
polarsterne beobachtet, so erhält man auch drei Gleichungen von 
der Form: 

«B+M-yaÄ=2P; 



*) Die obern oder atitem Zeichen sind hier und nachher xu nehmen, 
jflliwshdem die Zenithdiitanz Z" (für uniere Hemisphäre) auf der Nordseite 
oder anf der Südseite des Zcniths gemessen worden ist. 
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in denen die Grössen 

«» ß» y; «!> ßi» yi; ««» ft* y« 

aas den Beobachtongen sämmtlieh bekannt, und nur die drei Grös- 
se A, B, P unbekannt sind, weiche letzteren sich also mittelst 
der drei vorhergehenden Gleichungen bestimmen lassen. 

Dass durch Vervielföltigung solcher Beobachtungen und mit- 
telst der Anwendung der Me^l^dÖ der kleinsten Quadrate eine 
ffrdssere Genauigkeit bei diesen Beobachtungen erreicht werden 
lann und nur aUein 21; erreichen Ut,;dvUrfen wir bter als, allgemein 
bekannt Voraussetzen. Jede Beobacfitutig eines ClrcumÄnärstems 
Befert eine Gleichung des ersten Grades von der obigen Form 
zwischen den drei unbekannten Grossen A, B, P; und hat man 
nun mehr als drei Sterne beobaehtet» so lassen sich die daraus 
resultirenden Gleichungen ^ deren Anzahl die Anzahl der zu bestim- 
menden drei unbekannten Grossen übersteigt, bekanntlich nur der 
Behandlung nach der Methode der kleinsten Quadrate unterwerfen. 

Dass sich zur Bestimmung der constanten GoefBcienten in der 
GMcbmig 89) eine der vorhergehenden ganz ähi^ii^h^ Bfethode an- 
wenden lassen wurde ^ fallt auf der Steue' in die Augen. '>< 

Das Obige enthält zugleich . eine Methode zur Bestimmung 
der die vorher durch P bezeichnete Distanz des Pols vom Zenith 
in neunzig Graden ergänzenden PolhOhe des Beobachtungsorts, 
ohDe dabei' die unmittelbare Kenntnfcs der Refraction vorauszuset- 
zen, bat liier aber zunächst nur den Zweck, im Allgemeinen die 
Hfelicbkeit der Bestimmung: der beiden Constanten ii und -fidurdi 
Beobachtungen zu erläutern,^ 

Eine weitere Entwickelung der Theorie der astronomischen 
Refiraction behalte ioh einer andern, GelegeiiheH vor, und bemerke 
Dochnlals, dass die obigen kurzen, weilig erschöpfenden Betrach- 
tungen über diesen wicntigen Gegenstand nur der Vollständigkeit 
wegen und Auflagern zu Liebe l^igefägt worden sind, indem ich 
in der vorliegenden Abhandlung., hauptsächlich nur: eine weitere 
Eniwidkeiung der geometrischen Theorie der teärrestrischen Refrac- 
tion im Auge hatte, und wohl wünschte, durch dieselbe die Auf-. 
meifcsamkeH einer grosseren Anzahl von LeSern: auf diese Theorie 
von Mieuem hinzulenken, und zu einiBr Wiederholung der Bestim* 
mang des terrestrischen RefractionscoeiBcienten mit sorgfaltiger 
Berücksichtigung aller dabei in Betracht kommenden Umstände 
Tielleicht Veranlassung zu geben. 
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Xiir JliirereiisBiatioii der Poteipz* 

Ton dem 

Herrn Professor Dr. O. Schlö milch 

all der UniTersität zu Jena« 
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Per DifferQDiialquotient von a;^,Uit bekiMintlich 4iei .Gränzej 
welcher sich der Ausdruck 



■ 1 1 






4^ ' zfo?*-^ X 

nSlieH« ' sobald ^^ bis zur Null abnimmt. Da unter dl<eid6r Vet* 
ausset^ng' auch —- E^S^^ ^^® ^U eonvergirt^ so kttOa mm: — 

•1/ •17 



setzen^ und es ist jetzt für Lim £=0: 

-^-:pa:A^iLua g-^r— (1). 

Kur Auffindung des Gränzwerthes rechts hat man sehr i^erschie- 
dene Wege «eingeschlagen, weil man nicht ^ern daaiBuiomiahbecv- 
rem föff jeden beliebigen. Exponoiten dabei m Anwendung^brihgen^ 
soodem im- Cr^ientheil dieses erst' im Verlaufe der DiCerenaiai- 
reebwing' mit Hülfe < des Werthes Ton d{xt^\dx ableiten wollte» 
Zwar hat es nicht die mindeste Schwierigkeit , mit Hülfe des Saties 



Lim[(l + aJ)T=c« 

die eesuchte Limes zu ermitteln, wie ich z.B. in meinem Händ- 
buche der Differenzialrechnung gethan habe; wem aber 
die Anwendung dieses Theoremes zu fremdartig erscheinen mag, 
dem wird vielleicht die folsceode Entwickelung besser zusagen, 
worin nichts weiter als die Kenntniss der ganz elementaren Formel 



.^^— j-= 1 + M + m2 4_ .... 4. um-l (2) 

luffcsetzt wird. 

Sei zunächst fc eine ganze positive Zahl =m, so ist 



4) 






qi4 ^?w:wwrug4 4e> Formel <9)imfl|k;- ' 



I • . • • . f 






1 



r ■ ■ 

• I 

■ 1 ■ ; 



' • -.1. :. 



Da sich nun fSr bis zur Null abnehmeniie d jedes eiozelne Glieä 
• der Gränze 1 nähert, so wird 



■ -1 • I 



. -,.^3), 



I \> 



Ijim T =zm» 

Schreibt mau kd für ö, so erhält man noch 

Lim ji '■ =1 mk. 

.!■ - I .1» ■ .' ' . ■. . . •-. ■ .. .' ; . 

Sei femer fi gleich einem Bruche —, dessen Zähler und Neo- 
ner d^ ganze positive i^ahlenvorausgosiflfst werden , und 



(4) 






v™«y#-' 



^'^~^.Ti- ...'.. 






.) . 



«0 kann man für ein beliebiges 8 setzen: 



■ • M ' ! ■ 



I. 



u 



) T 



l 






md hier moss e eine Gr5sse sein, die mit 9 ß\S^^^^^ -bi^;.^ 
NoU abnimmt, weil man ausserdem Dient aui die VoraussetzuDg 
(S) inrfickkäme» sobald hier^ d gegeo die,QIull.conyergirt. Esfol^ 
■n weiter • i v n . . * 

(l+d)i.=(i+?+"jjDfj 1 

i ' ■ ! ! ■ ''' 

ud Tolglich nach Subtraktion der Einheit und Division mit 8 



■ii; 






Die Gleichung (4) berechtigt uns aber 

(1 + H)"»— 1 



1 1 ■ I 



I- 



d 



=pmi^ *f s' 



ni setzen, wo c' mit d bis zur Null abnimmt. Benutzen wir diess 
Kf die ^(cich^g (6), wo q, wie früher «t, «ine positive ganze 
Zahl ist, so folgt 



y 



41 

— ^jpp-rÄj (r + ^ + r . 

Gehen wir in dieser Gieiehttltg «ir Grfttize fttr unendtieh',' d;ii. 
bis zur Null abnehpiende ^ über und erinnern uns, dass das Ver- 
schwinden voii S aneh' dbs Versdiwi'nden von e und e' nach sieb 
zieht« so.giebt die Anwendung der Formel (3) für m=P : 



d. h/nach No, (5) 



p^szqr und folglich r=:— , 

7 



^ 



Mit No. (3) zusammen fliesst hieraus der Satz« dass für jedes 
rationale und positive ^ . 



■>\ 



^XL±f-i-: 



3- — f^ (7) 



ist, d^ sich durch die Mose Beiikel*kung« dass man sich nicht 
angebbaren Zahlen durch* angebbare Zahlen soweit man will nähern 
kann, auf irrationale und positive |x, d. h auf jedes beliebige po* 
sitive fi erweitert. 

Ist endlich ft negativ, etwa ft==: — v, so sei wieder 
Es folgt Hier^s der Reihe toch 

• •' I .*='■• i ■ •• . : : ■ ■•..... . ^ 

(l+d)^=: ^ 






* l+r + 6«' ^ 

und da € eine mit S bis zur Null abnehmende Grosse sein muss, 
V abevan sich positiv ist, so folgt je^t durch Gränzenübergang 

v= — r, also r=— V, 

d« h. vermöge der Bedeutung von r 

Lim js = (— v). 



-p' 



: i'i.lUt.Oio; (7) susammengehaiten giebt diess den 8atz, dass 
übtrkanpf ßhr jedes reelle fA 



i5 

• ••:>•:•■ ■• wij- (i+ay?— 1 ■-■"•■ ■■■■■■■ -KMt ■ 

r 

is^ HDd dieser CBlut viftmudee der deichong (1) zu der allgeroeioen 
Forttd V '-/ ■ . ' 



... 1 . • fc .1 



dx "~ 



fiopf^^. 



< • 



: : ■ 



deren Beweis demnach nur die Kenntniss der Sumihenfonnel filr 
die geometrische Progression in Anspruch nimmt. 
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ITeliev eine eigrenttittiiil|clie Slracfi^ 
mu»g bei Beibensumiiiiniii^eii. ,! . t ■. 



Von dem 

Herrii Pröfesj^pr JJfr. O. Schlfrpii{ch 



\. 



im d^r Uni vershat *zii Jena. 



•■ ■ t yL:- 
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Die interessante Thatsache^ deren Besprechung de^' Gegen- 
stand dieser Zeilen ausmachen soll, besteht ^ in kürzester Form 
ausgedrfickt, darin, dass ein0 durchweg convergente IMhe zwei 
oder mehrere ihrer Gestalt nach sehr verschiedene Summen haben 
kana, jfl^iiaiefidQBi .^J^e in der Reihe yotkommen^ei/ Y:ai|abele 
zwischen verschiedenen Grän^^eu liegt. T^evliLßn wir. 14119 ^iw 4w 
Beniffen ein anschauliches Substrat zu geben, zunächst^ eine 
BeiiiensiimnHnitig TOd der Form Im 1 

ansgef&hrt, und substituiren wir fiSr z die. Grosse 



/ 






welche für kein reelles a: die Einheit überschreitet; so bildef"' 



'^')=KTfp) 



J6 



offenbar eine neue Funktion toti'^if^ di^ sehr verschieden sein 
kann und etwa f(x) hMssen milge. Wlf haben dann 

Die rechte Seite besitzt nun die JBig^hschaft, sich nicht zu äudem, 
wenn man — an die Stelle von x setzte denn es ist 



} '■ '1 ii: 



X .. . . ' f 

1 

XXX 



-. I 



und folglich wird jetzt 

Die rechten Seiten von (1) und (2) sind nun identisch, und 
daraus scheint zu folgen , dadß^^ auch die linken Seiten sein 
müssten; aber das ist gar nfcnt noihig , denn im Allgemeinen kann' 

y^^ Wibäglicb lAit f{jty nMkiUtimiflai»!. W«ill^ nui Mittr In 

(1^ dr:<l.ii|dhi'lrdl*t itL<S9 dav t^ }i%U Ubd flU^ttHI Guussen 
wir jetzt sagen : in der Gleichung 

hat die Summe y zwei verschiedene Werthe, nämlich 
_.15r ^<1 ist y=/(a:), 

: ■ V ..f^'>>:Jl dagegen a^^r/f^J' 

' • Wi/ WUen diesä anginem Beispiele erl9ütWi';d^teaD bellö- 
<bi^ «rtele t(tidet4^ l^if^ht anreihen kann. . m . -. 

Entwickelt man VI— 2^ nach, däm Binomialtheoremf m Ut 
far«5l 

__ X K. .... 

' ^ 1^— Vi— 2* \ 

■>•. ■ i7ii «I« t : .■ . «i I • ■. . 

1 j. 1 s^ *-3 ^. 1-3.5 ,^ ( ^^ 

•AaSlolilid 1»^. ..-'ii"»*!'.» 1'»".. ;i-':i i ' ■: 



. ■ • . -• I . ' 



.1- t *■ 






m 






^^ ' . . '1 . ■ ■ : • r 

. ■■•*■■.'. • ? ^^fjT^' •..;...'■■..• ...!;., ir 

:. . ..i. /:■ ..- . .• ; , ■■ ■■.r: : . • ■■ ■ * ■''■:. "■•■ i- ,!ii:// 

ttttdiomtt efgiebt Mdi aofdbr'8teHe . !;: .;^ 

jf. b. eine Crleichung von der Form (1), und zwar dmenisetip^yo 
f(x) die einfachste Gestalt bat. Jedoch gilt dieses Kesultdi nur 

i^r ^^1;. Aenn aus Np^ 0) gelit herror,. dass die linke /Seij^ 

eine Funktion Ton s darstellt^ w^lcbo beständig w&chst> tfemi man 
: das Intervall bis 1 durchlaufen lässt» also für z=l ihr Maxi- 
mum erreicht =1; daraus folgt denn sogleich 



~ _l, d. h.ar^l. 






wj^ bl9bailp<?et wnrdQ« .»j . ^»i, 

oetzt man dagegen in der Glficbung (3) 

2 «ÜT. 



M findk inan lUiigekehH 

2x 



.•1 . 



und folglich . ■ : . /.=. . / 

«nd^ies« giU wie Torhio üSr 
■■■- '"'■ ■•■inVi±^<l,d.h.i<Ioder:r>ir-; '^-''^''^ 

« — X — -i* . ■ 

Vergleichen wir nun die unter (4) und (5) gefundenen Resultate, 
80 eirgiebt sich 9 dass die Summ6d0r^. Reihe 

ausgedrfidkt wird durch . : i 

^=0; von xz=zO bis a:=l, • » v. 

fl/=3-- von xssl bis a;=5 0c. 
... ^ X 



4» 

Diese lässt sich geometrisch sehr gut veranschmilichen, wenn 
man sich in Mo. (6) arund^ als rechtwinkliche Coordinaten denkt. 
Die Linie 9 deren GieichuDg No. (6) ist, besteht dann aus zwei 
Theiien^ von denen der erste eine die Abscissenachse unter dem 
Winkel 45^ schneidende und durch den Anfangspunkt gehende 
Gerade (OB in Taf. 1. Fig. 7.) und der andere ein StSck von 

einer gleichseitigen Hyperbel bildet , deren Achse = V2^ ist und 
deren Asymptoten die Coordinatenachsen sind« Die vorher angefahrte 

Figur giebt hiervon eine Abbildung, beider OAt::zAB=l, OB=i V~2 
ist 9 und worin OBS den positiven Theil der fraglichen Curve dar- 
stellt. 

Es knüpft sich hieran eine allgemeinere Untersuchune, welche 
zeigen soll, auf welche Weise man jede gewissen Bedingongen 
unterworfene Funktion /(o;) in eine Reihe von der Form 

verwandeln kann. Wir müssen zu diesem Zwecke an die soge- 
nannte Umkehrungsformel von Lagrange erinnern, welche Folgen- 
des sagt. Ist y' die kleinste, o. h. die mit z gleichzeitig rer- 
schwindende Wurzel der Gleichung ' 

y-zip(y) — 0, (7) 

worin ip(y) eine stetige för ^=0 weder verschwindende noch un« 
endlich werdende Funktion von y bezeichnet, so lässt sich jede 
andere Funktion if^C^) jener kleinsten Wurzel in die Reihe 

if;(y') = Jo+^iZ+^a2*+^s2»+.... ' (8) 

verwandeln, wobei die CoefBzienten mittelst der Formel 



£üry=0 nach geschehener Differenziation bestimmt werden. Diese 
Reihenentwickelung gilt aber nur so lauge, als der Modulus von 
z kleiner als der Modulus des kleinsten z ist, welches die simul- 



'=^' '-m ^^^^ 



erfUlt^ und aosserdem^ muss ifiy) eine Funktion sein, welche fiir 
sich In eine Reihe von der Fonn ao + ai^ + as^^ + -'* verwandel- 
bar sein würde *).' 

Um hiemach unser Problem zu lösen, setzen wir Mf'(7) 9>(«) 
—i(9^+i); die Gleichung 



*)!!.•• mein Handbuch der Düflferenzialrechnong Cap. IX. 
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kat dann die xtrei Wurzeln 

I 

TOB deaea die aweite mit t gleichzeitig Tersehwbdet, also anaer 
jf* darstellt. So haben tvir deiin 



¥9')=^Q 



i-VT=: 



I iii 



, (11) 

nd dabei ist 

^•-riZB^i «5^=1 , fiity-o. (i2> 

Die beide» aiauittanen Crleichungen (10) innd 

U. 

abo 



'-i(jl*+i)' '~"' 






2tf 1 

— «-K 2X — • 

y^ + i y' 

1 

dvaiui folgt gziz-^i, und naeh dem Vorigön izr:j-7ZS:i:i, uad 

U||Beh miiMi der Modtttus ton z immer kleiner alä die Einheit 
wtm, wa« man der Gleichung (11) schon im Voraus ansehen konnte. 
Setit man in ihr 



1_VT==^ 



=;r. 



we nu& wegen z<l auch immer x<i Ist, so folgt 

__ 2a: 
*— 1 + ^2^ 

nri mithin 

I 

Sdireibt man f tär ^ und setzt 

fc= ^"!^'r»" . n. ,=0, 

I» ergiebt sich jetzt» weil ^=/'(0) sein muss: 

TheU \. 4 



(13) 



00 

Aa^)=AO)+f Ci^):+^,Ci+VO*+-j (14) 

Hätte man dagegen 

2 X 

gesetzt, so wurde man zu dem l^es^itate .. .,- : . . ^ 

gekommen s^ein. Es ist demnach für 



^A«+§.Cr&0*i^Crp3X 



T •••• • 



yz:=zf(x) von ar=0 bis a?=l, \ 

y=^f\~Z) ^0^ ^=1 bis a:=3C; ( 

und die Curve, deren Gleichung (16) ist, besteht demnach vriedcr 
aus zwei Linien von verschiedener Natur *). 

Man konnte noch fragen, ob. sieh nicht ein dritter analytischer 
Ausdruck finden Hesse, der vota selbst entweder in f{x) oder 

f\jz) iibei^elit, jenaohdem ^<I oder >rf]st und fler däoKgaw 
ilA AUgesöeincb denWieriik von. y darstisUte und : die UntaMfaMr 

düng von ar>t überflüssig machte. Dies;^ lässf sich 'Ä^f folgditdjB 

Weise erreichen. Nach einem bekannten Theoreme ist der Werth 
des Integrales 

^sina-^cosl^-^ 



/. 



d& 



7t n 

2 ' 4 ' 





für a>/J , a=j3 , «</?. 
Bilden wir nun den Ausdruck 



V \c/ kr^em^eosa;^ L . ^/lA'^/*^sin\r{>co8-^ , 



VI 



' 'I i ( 

*)■ Beispiele^ ^e^^;)|anll ^imn^»|eW ifil'oUt in i(t€iigi»\ verschaffen , da 
es viele Funktionen /t^r) giebt, für wefcbiö die Bestimmung von A'n kei- 
nen Schwierifrkeiten unteriiefft, z. B. fix)==.xm un ir^nz und DQsitiv), 



JIM 



80 ist für l>ar da« er$te l&tegrajl =a» das avi;eile ,;=50', ^fplglji^ 
fefner fb '^r-cr' 1 jedes der Iiitegrale =±:^ j> tnilUn ' 



1. 1. 1 



Ä ..,x . TT ^.,v « 



7C 



und, für ^>i das erste Integral =0, das zweite =^, also . 



*. ' 



2 
Es stellt daher der Ausdruck—^ in ledem Falle den Werth von 

ff dar, und demnach ist für ' die ' tiäch Formel (13) bestimmten 
WerÖie von K 

I 

nd dies» ^It för alle o; fqd a=0 bis ;zr=Qo. Der reelle Gewinn 
bei ^iV^r Form .jbestebt Uariii, dass die DistinktipoeD hinsichtlich 
im X wegfallen, was ofVfiie Kecniiiing abkürzt. Wollte man 
& B. den Werth des Integrales 

■ i ■ ■ . ' ' ;*-. 

WO F eine beliebige Fanktion bezeichnet, entwickeln, so würde 
man, um sich der Formeln (16) und (17) bedienen zu können, 
erst schreiben müsset 



pi /»OD 



.,i1 




seuen; unter |%i^(enaung aer rormei {lö) dagegen ist eine so/cne 
ZerspälÜn^Voh 'S iiich't ftuthig, 'indert man für ^' ünmittertfai' dffe 
rechte Seite der Gleichung (18) substituirt und damit «S in ein 
Doppelintegral verwandelt. 

. i^ifaaoL Scbius«ip,.iioch ein .Stückchen Pplemik. Die vorigen' Uuf., 
tauDchiufgen »e^eii nämUch^FiOillstaDdig.: die JNjchtigkeit dier.; 
sogenaoB^ensyntaktiscben iodena^llgemein aaaly tischen 



4* 
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Bedeutung der (unendlichen Reihen» «.f^ie sie nameoflicb 
von Ohm und seinen Schülern verlochten wird. GSbe man z. B. 
em^m solchen Heirii die Summimog der Reihe 



• 



auf» 80 würde er sagen : nichts leichter als das^ vir schraihea die 
Reihe in der Form 

und wenden das Binomialtheorem auf jede der einzelnen Potenzen 
von .r* an; diess giebt 

1 

+ 5^(2ir)»(l-ll:«+&r*-....) 



und zwar ganz allgemein richtig f&r alle x. Denn so lange st 
nicht zu emer Zahl spezialisirt wird, ist ja in der Glekiiungr 

a: nur „der Träger der Operationen'^ *), allgemein analytisches 
Symbol u. s. w. Die Zusammenziehung derjenigen Glieder, die 
gleiche Potenzen von a enthalten, giebt nun y=:x und folglich 
ist ganz allgemein 



1 > ■■■ 



Die Unrichtigkeit hiervon zeigt sich aber sogleich, wenn man 
— ffir X setzt, denn man erhält x = —, und das ist syntaktisch an- 

X X 

geheuer falsch und nur ffir x^=zl richtig, so dass also am Ende 
gar keine R6ihensummirung, sondern nur x=^i herauskommt. 

— — — — ^— — ^— ^ I 

*) Mir fallt bei diesem Ohm' sehen Stichworte allemal das firnlier '. 
an deutschen Höfen existirende Institut der Prfigeljnngen ein, aeeh er- 
innere es mich an jene chinesischen Proletarier, die davon leben, das« ; 
sie die Anderen snerfcannten Bambashiebe sich aulkählen lassen. 



m 

^ Wir Anderen, die eine Gleichung zwischen Funktion und 
Reihe nur dann gelten lassen, wenn letztere convei^irt, würden 
nun so verfahren. Die Forme! (19) setzt voraus, dass ;p<l 4»el, 
weil sonst die Reihe divergirt iind mit (1 +a:*)-* dann nicfit mehr 
identisch ist. Wir ffihren also die ganze vorige Rechnung nur 
mit der Bedingung ^<1 und behaupten daher auch das Endresul- 
tat y=:r oder me Gleichung (20) nur för ;r^l. Ist dagegen 
ar>l, so schreiben wir 



•+Q 



1 

. Ii'ir u- _ 



^ ... X 



1 

setzen — =1, wo nun |<1 ist, und nehmen die ganze Rechnung 
jetzt mit der Gleichung 

in Bezog auC g so vor, wie vorhin in Bezug auf a:. Es findet sich 
dann 3f^={» d.h. )f=~» und so gelangen wb genau zu demselben 

Eodresoltate wie früher. — Die Anzahl solcher Beispiele Iftsst 
«dl, übrigens leicht vermehren, und sie zeigen immer wieder, das« 
divergente Reihen den Funktionen, aus denen sie entwickelt wur- 
den. Dicht gleich zu setzen sind. Cm aber solche Beispiele zu 
kennen, muss man sich im Gebiete des Calcüls etwas umgesehen 
md sich namentlich mit diskontinuirlichen Funktionen beschäftigt 
haben. Wer weiter nichts will, als Funktionen wie e', sin a; etc., 
io Rahen verwandeln, langt freilich mit jeder noch' so miserabe- 
len, ja sogar mit gar keiner Ansicht aus; geht maii aber dh paar 
Schritte weiter, so lernt man bald das Geföhrliche solcher angeb- 
lich allgemeinen Theorien kennen ; versteigt man sich endlicn in 
CrMjenden, wo es nur einen einzigen Weg, den man sich erst 
imst brechea muss, und also auch keine GontroUe giebt» so 
fühlt inan die Mothwendigkeit solcher Methoden, welche clie Garan« 
fie der Sicherheit in sich selbst tragen. Diess ist auch ganz ein: 
fach dinr Grund, warum alle die Männer, welche in neuerer ZM 
die Wissenschaft materiell erweitert haben, sich zu den haupt- 
sächlich von Cauchy und Lejeune Dirichlet vertretenen An- 
sichten bekennen. 



Sil 



I 

l •■l. 
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IV. 

Heber die cylindrischen Kanalflächen. 

Von dem '\ 

Herrn Doctor JV Di eng er, 

jUcfirer der MatheiBBtik nndl Phyük ap dar höheren Bür^rscholc zu 

Sinsheim hei Heidelberg. 



Wenn eine geschlossen^ Fläche oder ^ncper sich so bewegt, 
dass einer ihrer Punkte auf einer bestimmten Kurve sich bewegt 
^ ist die umhüllende FJä^e . filier; d.QF .fii^pccis^v.en L^geq,..iTpl[cbiQ 
die bewegliche FiSche einnimmt, eine Kanal fläche. Für den 
F^; dMs die hewegficheFiäche eine^Kügetfläche ioii konalantein 
H^mevsser ist, deren Mittelpunkt $iuf einer^eej^ebenenj^rve sich 
l^e^egt,' nennen wir die entstehende KsMiämäche. eiqe c\1mitrisÄe* 
VVir stell^i uns nun im Folgenden die Aufgabe, deA Fläclieh- und 
dea Rauminhalt dieser letztern' Gattung zu bestimmen. 



I. 



I - ii 



Eine Kugel vom Halbmesser r bewegt sich so^ dass ihr .SfitT 
tclpunkt auf einem Kreise bleiht^ dessen Gleichung ist ' . ' 

• ■ . ■ 

■ 

itelch^ ist die Gleichung d^r beschriebenen KanaHISche? - ■' . 

Bezeichnet a die Abscisse eines bestimmteil Punkten de? ibs- 
teB ^ Kreises , so ist dajsi dazu gehurige j^ == + ^'Tß*— o^ «Dd . Ät^ 
Gic^hung der Kugelfläc6e., wenn ihr ^Iittelpunktin diesem f^iiiik^e 
sich' befindet, ist 

Differenzirt man diese Gleichung nach a, so ergiebt sich: 



a 



oder 



±ai/=.Ti R^—a^. (2) 

Eliminirt man nun a zwischen der Gleichung (1) und (2), so eh 
giebt sich als Gleichung der verlangten Kanalllächc: 
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Wfe liian- leicht fittdet, wird di^c! Flftche' ron einer Ebeoe, 
die dareb deQ Ajifajwspunkt d^r Coor^inatep geht uvd auf der 
Ebene der scy senkrecht steht, in einem Kreise geschnitten, des- 
sen Halbmesser r ist, was klar lit, da offenbar die vorliegend^ 
durch die Gleichung (3) ausgedrückte Fläche aucli entsteht, wenn 
ein Kreis Tom Halbmesser r, dessen Ebene senkrecht steht irtff 
der Ebene des festen Kreises, sich so bewt^p dass sein Mittel- 
punkt den Umfang des festen Kreises dorchuinft, oder dass er 
skh um die Axe der z dreht in der Entfernung R. 

Soeben wir nun den FIfieheoinhalt der betradhtetei Kunili 
fläche zu bestimmen. 

Sei in Taf. I. Fie. 8. CD ein VierteUkreis, dessen Mittel- 
punkt G und dessen Halbmesser DG=r ist; ferner sei AO senk- 
recht auf Cr^'und AG=^R; EF ein Element des Kreises, des- 
sen Gleichung 



^a + a:a = r2 



V ? 



seb soll. Dieser Viertelskreis drehe sich um AOy so beschreibt 
Jas Element EF^ das man aU geradlinig betrachten kann, eine 
KegdiUU^he, deren Inhalt 

= « • EF. (MF+ NE) = n . V"(c^)«+(rfy)«. (R—.r+R-x+da:) 

=^7c\U^^^{R^x)dx 

ist Nun *st I -^ I = 2_ -^ 2 > demnach ist die Fläche, welche 
liidi den Vieftelskreis CD beschrieben wird: 

t/O V^T^-X^ 

Wire der Viertelskreis nach Aussen , statt nach Innen gewendet, 
s6 ftnde sich für die beschriebene Fläche : 

» 

Die betrachtete KtealflSche ist aber offenbar gleich der doppelten 
Saune dieser zlF«i Fliehen, d. h. gleich 

iRrn^, 

oder 

Weit^ 

Kanalfläche ist Biegt man also^ diesen Cyl 

Kaiialfläche bildet, so dehnt sich seine eine Seite um eben so 

fiel ausy als die andere susammengedrückt wird. 
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Den Rauminhalt erhUt man atifShnliebe Weise. Der von NEFM 
erzeugte KCrper bat einen A^jxch^.NM^iMF^ + MF.NE-V NE?) 
ansgedrfickten Inhalt. Dieser Ist nun gleich itdy^R-^x)^ 
=-^ " 4/'a ' t ' »®™'** 1"** •l®' vö" ODCA erzeugte KOrper den 
Inhalt I 

Ist d«r Viertebkreis nach AuMien gewendet, so erhfilt man für deo 
entsprechenden erzeugten Raum: 

I 

Der Rauminhalt des cylindrischen Kanals ist aber gleich dem 
doppelten Unterschiede dieser beiden 'Korper, also gleich 

d. h. gleich dem Kubikinhalte des vorhin erwähnten senk?eehten 
Cylinders. 

II. 

Die vorstehenden Hesultate kunnen nun leicht verallgemeinert 
werden. Sei 

y = A^) 

die Gleichung einer ebenen Kurve , auf der sich der Mittelpunkt 
der beweglichen Kugel l)ewegt, so ist die Gleichung dieser letztern' 

(^- ß)*+ {y - A«))2+2^=r*> 

und wenn man a zwischen dieser Gleichung und 

^-a+(y-A«))/"(«) = 

eliminirt, so erhält man die Gleichung der gesuchten cylindrischen 
Kanalfläche. 

Diese ist offenbar die nämliche, als die Fläche, welche ein 
Kreis vom Halbmesser r beschreiben würde, dessen* Mittelpunkt 
auf der segebenen Kurve sich bewegt und dessen Ebene eenkrecüt 
steht auf der Ebene der Kurve. 

Um die Oberfläche dieser Kanalfläche zu bestimmen« verfah- 
ren wir auf folgende Art. 

Denken wir uns im Anfangspunkte der Coordinaten die Axe 
der z errichtet,, so kann man sich vorstellen, der bewegliche 
Kreis drehe sich um diese Axe. Betrachten wir (vorhergehende 
Figur) den Punkt F, so bleibt für ihn MF nicht konstant , wie in 



1.5 sondern es findert sich; jt nach der Gestalt der festen Kurve; 
jedoch kann man för einen unendlich kleinen Winkel dii;, um den 
elkkt der fireto direht»;' MP als: konstant annehräen; #ie äiMb die 
Entfernung aller Punkte des beweglichen Kreises reii der Ax# 
AO, Die durch solche Drehung beschriebene Oberfläche ist nach I. : 



cr-— = 1r7t.Qd^, 



2?c 

\ 

ff > I * • j ■ 

wenn o die veränderliche Länge von AG bedeutet. Da q fiir die 
unenduch kleine Drehung Af; konstant bleibt, so ist. ^i/zatcb, 
vrenn d» das Element der festen Kurve bezeichnet. Bewegt sich 
also der Mittelpunkt der beweglioben Kugel durch die Lftüge i- 
der festen Kurve, so ist der Inhalt der dadurch erzeugten Kanal- 
fläche: 



/• 



2r7ri£v^=2r».i, 



1: 



d. h. gleich der Oberfläche eines senkrjBchten- Cyllnders von glei* 
eher Weite,^ dessen Hübe gleich der Länge der Mittellinie i$t< 

Qans eben so findet man, dass der. Kubikinhalt de^. Kanals 
gleich ist dem Kubikinhalte des eben erwähititen Cylinifers^ 

■ . ' . • I 

Sa z. B. die Ellipse, denen Gleichung . 

ist, die leitende, feste Kurve (Mittellinie), so ist, wenn man die ganze 
Kan^dfläche bedachtet, die Länge der Mittellinie: 



l=iaf ^XtL^i'^cos^(pd(p, 



worin c= , welches Integral man durch die elliptischen 

Funktionen, oder durch die sehr convergirende Reihe 

ausdrtlcken kann. Der Flächen- und Rauminhalt der Kanalfläche 
sind nun: 

2ml und r^nL 
Auf ähnliche Weise verfahrt man in andern Fällen. 



III. 

Endlich sei die leitende Kurve eine krumme Linie doppelter 
Krdmroung, deren Gleichungen sind: 



i ■ • 



■ ■ . • 
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soieckäit man di^ Gleichung, der i^Meheuden :KaDaUUiqke».| 
mm a eliraiuirt aEwischen • • .i;. • <. . 



2— ,*■• 



"1 • 



und 



ti:» 



(x- a)H(»-A«))« + (*-f(a))«='' 



a:-a+(s-f(a))f'(a) + (2-F(ä))F'{a)=zO. 



t « 



Ist d» diM Element der leitenden Kurven »o kaonnlaii dieww' 
alkS' eben betrachten 5 woraus nach II. folgt, dasa die'EUehiettteder 
Obwflftche imd.deä- Raominhaltos resp. sind: 



I •! 



2r7Cils und r^nds, 

woraus durch Integration leicht folgt, das« sowohl OberflSche, als 
Rauminhalt bezüglich gleich sind Ümfläche und Kubikinhalt eines 
senkrechten Cylinders von gleicher Weite, dessen Hfihe gleich 
det' LSifge der. leitenden^ Kurre. • • ' 

Die oben hergeleiteten Formeln hätten sich auch aus dem 
Gnldiffscheiit Th(öörehtte entwickeln lassen ; da ^och dk» SL^nat- 
flächen häivlt^ rorh«i^en sind, so ist es nicht ver^bente-Mflbe, 
die betreffenden Aufsahen ohne Anwendung dieses Theorems zu 
losen, zumal die vorliegende Entwickeluitg sich leieht gam etemen- 
tar darstellen lässt 



'.ü •• ';: I 



» ' 



II ■ • ' . 



! . 
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. t 



• • . 
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Onii Miebige Ebenen im Räume habet) entrrcder nur einen 
' ' oder eine gerade Linie (endlich oder nnendlich entfernt) 



Bawei*. Denn btt die Ebene B mit A die Gerade AB, and 
mit der Ebene C die Gerade CB gemein, so haben die in B lie- 
ganden Geraden AB und CB einen Punitt s gemein oder fallen 
■asuniiien; Im ersten Falle ha^en alle drei Ebenen den Punkt >, 
iäi Kirsten eine gerade Linie gemein. 

4. 
CaI.«. I» T-f i|. Fig, 1. d,ei beliebige Gerade im Rnnme dnrcli 
md werden auf Jeder zn-et Punkte a, «; b, ßi 
ommen, so lassen aicb diese letzteren paarweise 
Serade ab, aß, aß, ab\ bc, ßy, by, äc; ea, ya, 
1 drei, ansaer Sab, Soc, Sca, dureh acht neue 
ofr^, aßc, abc, aßy, aßc, aby verbinden. Int 

bc und ßy, 

*r „ ^«. 

der Durchschnitt der Ge- ca „ yv, 
raden . . . . ea „ ya, 

ab „ . Mß, 

aß „ bA; 

I nach die drei Punkte 

abc und aßf, 

abc „ aßy, 

1 Durchschnitte der Ebenen 

aßc , uby, 

aby „ aßc; 

Seraden, und da diese paarweise sechs Punkte 
ti^en dieselben in einer und derselben neuen 



ind ttßy irgend zwei Ebenen im Räume, weldie 
Bines räumlichen Strahlbflscheis •$ bezüglich in 

b, ß; e, y; d, i... geschnitten werden, und 
Thergehenden Betrachtung d, d an die Stelle 

man eine Ebene M, welche gleich der vorigen 
ler Ebenen abc und aßy und ausserdem auch 
er Geraden aß und ab enthSit; beide Ebenen 
nmen. Hieraus folgt : 
Verden twei Ebenen von den Strahlen eines rSum^ 
iäen Strahlbaschels bezflglich in den P-unktenpaaren 



a, b, c, d... und a, ß, y, i... geschnitten, and je zwei 
dieser Punkteupaar«, wie s und j!, b und er, wecb^els- 
w.eise dnrch zwei Gerade Tei;1iunden, ao ließen' die 
DurchBchnittspunkte je zweier solcher Geraden alle in 
einuodderselben Ebene, welche anch die Darcbschnilts- 
linie jener beiden ersten Ebenen entbftit') - 



Aufgabe. Wenn zwei Ebenen abc und. u6y, deren Durch- 
Bchnittslinie aueser dem Bereich der Zeichnnne liegt, belielng ge- 
geben sind, durch einen beliebig gegebenen Punkt Ti eine Ebene 
zu legen, welche, gehürig verlängert, nach jener DurchschnittB- 
linie gehen würde. 

Auflüeuiig. lUan lege durch den PnnktV/i ^we^ liierade »^ 
und <tbi welche die geg. Ebenen bezüglich. in den Puqkten a, ß 
und a, b schneiden; ziehe sodann die Cje.raden.^ ,uffd a^, und 
aus dem Durchschnitte S der letzteren eine dritte cf,, [.welche die 
beiden Ebene» in c und y tichneidct. Jetzt ziehe, man noch aj 
und uc , die sich in ^i, und by und ßc, die sich to„a| schneiden; 
so hat die durch die drei Punkte %, ßi, yi gehende Ebene die 
verlangit^ Eigenschaft. 

Es seien in Taf. 11. Fig. 3. afioiilAdi dj A^ (^ zw^ei in einerlei 
Ebene liegende Dreiecke, deren Ecken paiywei^e auf 'drei Strahlen 
aai, bby cci eines Punktes t liegen; durch dän Punkt i werde 
eine beliebige Gerade Ss in den Raum gezogen, und zwei belie- 
bige, Punkte S, Si der letzteren , jener mit den Ecken des Drei- 
ecks td>c durch die Geraden Sa, Sb , Sc, dieser mit denen von 
Ol bi Ci durch 5^ a^ , jj b,, >i C, verbunden. Diesa' vorausgesetzt, 
so schneiden sich Sa und j,a] in einem Punkte a; Sb und^ tibi 
• in ß; Sc und t^Ci in v; ferner sehneiden sieh die drei Geraden 
ab, «lAi, aß in einerlei Punkte ^i der Durchachutttellnie der 
Ebenen abc und aßy; die drei Geraden bc, bic^, ßy in einerlei 
Punkte Kl derselben Linie, und ebenso ca., c^Oi, /d in iciuerlel 
Punkte ßi dieser Linie. Folglich liegen die Durchächnittspankte 
"n ßii 7i der Seitenpaare bc und »iC^ , ca und c,'(ti ; ' oft- und 
Oi^ in einerlei 'gerader Linie. 

'Gehen in einer Ebene die drei Geraden, welche'die 
Ecken zweier Drc^iecke paarweise verbinden,' dnich 
einerlei Punkt, so liegen die drei Durchschnittspnnkte 
der entsprechenden beitenpaare in einerlei gerader 

Lfnift -i.- ,•.,-" •.■.:■ 

.: 1)1' einer Ebene (Taf. II. Fig; Sj werden zwei i 

A'f'Jt^^^a"iiei Strahlen eihes Strahlb'üschels f 
PtfjiK'teDb'ä'aren a, b, c und ai,bx, c, geschnitten 
dlW'G4^i£dCn a^ iiud %> jdie sfch Tn y; cbi und 
o schneiden, so liegen die Edken a, ij, c und Oi I 

ecke abiC und ajOC^ auf drei in j convergirehdci ' 

liegen'idte' Punkten, y, ß, in denen sich die entspi 
pHire sfhnridcn; in einer geraden Linie. Hieraus fo^i ' ■ -'' . 



u 



A.aiiierknm;. Das eiofache Hyperboloid (and seio besondere^ 
Fall, diui hyperbolisclie Parabolold) bt eine Zwilteigeatalt ¥od 
Ebene und durehaos knimmliniebter Fläche, und einüben a» wich- 
tiji^s Hälbmittel aor Entwicblung geometrischer E^aenaehafteDy ab 
die Ebene. Seine Stellung im ersten Theile der moaietrie wütie 
ea Yollkorameai verdienen, wenn,: was ich inoht fiir nn»Oglidi halt», 
ohne Hülfe metrischer Beziehungen sieh bevreissen Hesse ^ da« 
eine jede Gerade, welche dreien der Geraden !a, A, &, d.,. be- 

fegnet, sSmmtiichcn beeeenen mü8«ie, und demnach das einlGMihe' 
[;^M>oloid aus awei Schaaren nnendlidh vieler, einander nicht 
scnneideqder Ger^ bestehe, welche sich 'gegenseitig durchsetKaL 
ItQtMs' projektivischer Eigenschaften, welche im Grande »nf der 
Propörttonalität der Seiten ähnlicher Dreiecke berahen, tat Sb 
Etistena jener zweiten Schaar von Geraden so, wie folgte dar 
gettuto worden. 

Da zwei Gerade Ä, A^ (Taf. H. Fig. 4.) in Ansehung der Pinüdea- 
paare a, 16, c, b... und a|, B|, c«, bi.«., in dene» sie von im 
Ebenen «r, ßy y, 2... eines Ebenenbüschels A^ geschnitten werden. 




paarweise projektivisch. Da^rselbe gilt nim auch von drei Cieffadea 
«, t, e in Ansehung der Punkte a, a^, (%, 03...; b^^^i» ta^ ^•"» 
ty h* ^y (3'«-> in denen sie von A^ An A^, A^,.^ gesdkuttoa 
wenden« Denkt man sich nun durch einen beliebigen Pmkt Og der 
einen Geraden a eine Gerade A,„ gelegt, welche die 6 iflMi' dne 
beliebige vierte; von A, At, A^ geschnittene Gerade d io dea 
Punkten 6^ und b^ schneidet, so müssen die Punkte «A^ mid t^ 
sich vereinigen, weil sowohl 



als auch 



ist. 



a (a, ttij 02, a^...) = b (6, Bj, 6^» ^a-*-)» 
a (a, a^, 02, ttj...) = 6 (i, 61, Bj, i^.-O 



Folglich fallen auch A^ und A^^ zusammen, d. h. ^« schneidft 
nicht nur die a, 6, c, sondern auch jede belieinge iierte. cf der 
Schaar von Geraden a, 6, er, cZ.... 
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Veber den lElttelpniikt des einfachen 

llyperboloids. 



Der Herf Prof. Steiner hat im ersten iTheile seines Werks 
(Abb. d. ^eom. Gestalten) folgenden Satz aufgestellt > dessen Be- 
weis erst im dritten Bande erfolgen soll : 

Alle £benen« t^elche sich durch die verschiedenen 
Paare paralleler Geraden eines einfachen Hyperboloids 
lesen lassen^ sehneiden einander in einem und dem- 
selben Punkte^ nämlich im Mittelpunkte des Hyper- 
boloids. 

Der Beweis desselben lässt sich ohiie die Theorie der har- 
monischen Pole und Polarcfn führen; er beruht nämlich auf fol- 
gendem Elementarsatze : 

Sind die Gegenseiten eines windschiefen Sechsecks 
im Räume paarweise parallel^ so gehen die drei Haupt- 
diagonalen desselben durch einerlei Punkt, welcher der 
Mittelpunkt einer jeden dieser Diagonalen ist. 

Beweis. Um zuvörderst die Realität eines solchen Sechs- 
ecks darzuthun^ denke man sich (Taf. U. Fis. 5) vier beliebige 
Punkte a, t, c, b im Räume durch die Geraden ai, Bc, cb ver- 
bunden ^ und durch den ersten a mit cb^ durch den letzten b mit 
af> zwei Parallelen af und be von unbestimmter Länge gezogen, 
sodann durch die Gerade af eine mit Bc parallele Ebene, und 
durch den Punkt e> in welchem diese Ebene die be trifft, mit it 
eine parallele Linie ef gelegt: so muss letztere die af in einem 
Punkte f schneiden^ und es ist a6cbefa ein windschiefes Sechs- 
eck mit drei parallelen Seitenpaaren. 

Die drei Ebenen aBbe, Bcef, cbfa, in denen die drei Paar 
Parallelen liegen, schneiden sich paarweise, nämlich aBbe und 
icef in der Geraden Be; Bcef und cbfa in cf; cbfa und aBbe in 
ab> d. h. in den Hauptdiagonalen des Sechsecks aBcbefa; also 
gehen diese letzteren durch einerlei Punkt s. Femer verhält sich 

*a:ib=iB :«e = sc : 5f=5b :5a, 
also 

Theil X. 5 
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d. h. 



sa=s\>, «B=«e» jrc=«f; 



w. z. b. Vf. 



E« seien nun A^ A^ A^ irgend drei zu einerlei Scbaar ge- 
hörige Geraden eines einfachen Hyperboloids, nnd a, by c die- 
jenigen Geraden der anderen Scbaar , weiche bezüglich nach den 
unendlich entfernten Punkten von A, Ai, A^ geben d. h. mit leti- 
teren parallel sind; so muss a die Ai, A^ in zwei Punkten i, c; 
b die A2, A m zwei Punkten, b> e; una c die A, Ai in zwei 
Punkten f, a schneiden ^ und es entsteht so ein wiodschiefeB Sechs- 
eck a(cbefa^ in welchem die Gegenseiten ^c und ef, be und a(» 
af und Cb oder a ubd A, b und Ai , c und ^2 ps^rftllel sind. Nach 
dem vorigen Satze geben also die Durchschnittslinien ab, Be, cf 
der drei Ebenen, welche durch die Parallelen a, A\ b, Ai^ c,A^ 
ßich legen lassen, und somit diese Ebenen selbst durch einerlei 
Punkt 5, welcher der Mittelpunkt jener Linien ist. — Vertauscht 
man nun die Gerade A^ mir irgend einer vierten Geraden A^ der- 
selben Sehaar, und ist d die ihr parallele Gerade der anderen 
Scbaar, so änderen sich hierdurch nur die Punkte a, c, b> f, nidit 
aber t und t, und folglich auch nicht der Mittelpunkt s der Ebupfr* 
diagonalen des neuen Sechsecks« Folglich geht auch die diucl 
dy A^ bestimmte Ebene und ebenso alle übrigen dergleichen Ebenen 
durch den Punkt s. — Endlich treffe ein beliebiger Strahl von t 
das Hyperboloid in den Punkten m und n; so gehen durch m, B 
zwei Gerade M, N des Hyperboloids 5 welche zu einerlei Schaar 
gehören; und sind m, n die mit M, N parallelen Geraden der 
anderen Schaar, so schneidet, m die N in einem Punkte % , und 
n die M in einem Punkte m^, und es muss die Gerade mi n^j 
als Durchschnittslinie der durth M und m, N und n bestimmtmi 
Ebenen, durch den Punkt « ^eben und in ihm gehälftet werden. 
Da nun die Geraden M, JY perliypothesin einander nicht schnei detf 
noch parallel sind, die Punkte m, n, nti, n^, s aber nach dem so 
eben Gesagten in einer Ebene liegen jnüssen, so fallen die Punkte 
m und mi , n und n^ zusammen; es ist also «m^zyn und somit 1 
der Mittelpunkt des Hyperboloids. ^ 

w. z. b. w. 

Aus diesem Satze ergiebt sich nun folgende buchst einfache 
Konstruktion des Mittelpunktes eines einfaclien Hyperboloids : 

Sind A, Ali A^ irgend drei zu einerlei Schaar ge^ 
hörige Gerade eines einfachen Hyperboloids; legt man 
durch irgend eine derselben, z. ß. durch A^, zweiEoenea 
Uy V, welche bezüglich mit Ay Ai parallel sind und die 
Ai, A in den Punkten vxi, n schneiden, verbindet diese 
Punkte mit einander durch eine Gerade und bestimmt 
den Mittelpunkt der Strecke vxi n, so ist letzterer der 
Mittelpunkt des Hyperboloids. 
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VI. 

Heber eine besondere €^attungr al^e- 

jbralseber Funktionen. 

Von dem 

Herrn Professor Dr. O. Schlöinilch 

an der UniTersität zu Jena. 



Die Untersuch uDgen über die Anziehungen der Sphäroide und 
^e Gestalt der Planeten führen, wie man seit lange weiss ^ auf 
I eine besondere Art algebraischer Funktionen, welche äusserst 
merkwürdige EigenschaUen besitzen ^^ u. A. die, dass sich jede 
beliebige Funktion durch eine unendliche Reihe derselben darstel- 
len lässt. Da der Entwickeiungen über diesen interessanten 
Gegenstand sehr verschiedene an sehr verschiedenen Orten 
i (Crelle's Journal, Savans etrangers» Legeddre: Exercices de cal- 
! cai intägral etc^ gegeben worden sind, welche bald auf diese^ 
j. bald auf -jene Weise zum Ziele gelangen, so ist es vielleicht nicht 
\ überflüssig, hier eine kurze und eingehe Darstellung der haupt- 
I sächlichsten Punkte jeuer Theorie mitzutheilen. 

j' Wendet man das Theorem von Mac Laurin auf die Funktion 

! 1 



an, 80 ist klar, dass man für dieselbe eine Reihe von der Form 

substituiren kann, worin Ui, ü^, U^9"- gewisse, nur von u und 
ihrem Index abhängige Coeffizienten bedeuten, von denen der Tite 
durch die Formel 

^-==r±Zn' d^n ^ för^=0 (1) 

bestimmt wird. Hierin liegt die Definition der eigenthümlichen 
algebraischen Funktion von u, welche das Thema unserer Betrach- 
tungen ausmachen soll. 

Zunächst ist nun zu bemerken, dass man diese Definition 
dadurch wesentlich vereinfachen kann, dass man die in ihr ange- 
deuteten Rechnungsoperationen ausführt, was nach den Ent- 
1 .Wickelungen, welche im 8ten Theile des Archivs Seite 357. und 
' weiter gegeben worden sind, nicht die mindeste Schwierig- 



5' 



k' 



68 

keit hat Setzt man nämlich in der Formel (8) das. a= — 
6=1, |Li= — 4 und zuletzt x = 0, so wird 

U„ =^ [«o(»- i)«(2«)*'-(n-l)x («-l)»-i (2m)2«-« 

+(«— 2)a (« - l)»-i (2«)a»-4 _ 
uder 

f7„=«o(«^.i)„2»«»-(«-l),(«-J),H-,2"-2«»-a> 
+ (n-2)a(n— |)»-a2»-*«"-*-.- 1 

Dieser Ausdruck ist aber einer bedeutenden Reduktion f&\ 
Setzen wir nfimlich in dem allgemeinen Gliede der Reihe rech 

(« — p)p (» - ^- )„_, 2»-ap M--2P 

Hir die darin vorkommenden BinomialkoefBzienten ihre Wer 
nach der Formel 

m(m — 1) (m — 2).... (m — s -f- 1) 

^'— 1.2.3....Ä ' 

so geht dasselbe über in 

__^ p 1.2.3....P 



(2n-'2p^l) (2n— 2/?~3)....5 .3.1 m^ 
^ 1.2. 3.... (w—;?) ' 2»-p' 



Hier ist nun 



I 

1 n(n — ])....(n — /?+!) 1.2.3..../? 



1.2.... (7t — p) ' 1.2. 3..../? 1.2.3 n 

1.2. 3..../? 

~^^1.2.3....7i' 

und, wenn man diess substituirt, .so wird jener Ausdruck 

^ • l.%...n • ^"^ («— p)(w-/>-l)....(n-2/>+l) 
X(2w— 2/1-1) (2n-2p-3).... 3.1 .M»»-2p, 
wobei wir noch den Faktor 

(n~2/?)(n-2;g— 1)....2 .1 

(w— 2p)(w— 2/i~l)....2.1 
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^setzen wollen. Wir erbalteo dann 

^. j-^-^2'»-Pl,2.3....(w-7?). 1.3.ö....(2w— 2p-l)tt«--»P 

; 1.2. 3.. ..(72 — 2p. 

Durch VjertheiluDg der n — p \n 2*^? eDtfaaitenen Zweien auf die 
n — p Faktoren 1.2.... (« — />) wird jet?t 

i-|-^.2.4.0..,.(2w— 2p),X.3.5....(27*— 2p^l)M»-2p 

: 1.2.3.... (?i — 2jp), 

A. 1. 

1 np l,2.3,...(2«.^2y) 
2» 1.2....n 1.2....(n-2p) " 

"= ».1.2....n (2«— 2/»)(2«-2p— l)..,.(«-2p+l) . n, «»-«p- 

0er Werth von C7s gestaltet sich jetzt wie folgt : 

0«=^rOr^t2M(2«-l)(2n-2)....(M+l)«oM" 

- (2«— 2) (2ii-3)....(n-l) «1 «"-« 
+ (2m— 4) (2m— 5) .... (m -3) Ma m^ 

IvsiiSr man sehr kurz schreiben kann: 

1 

1 ©»(m^-I)" 



)» — 4 



]. 



ü»= 



2».1.2....m' 



8m" 



(3) 



^leim wenn tnan (ti^— 1)** nach dem Binoniialtheoreme entwickelt 
imd nmal differenzirt^ so findet man auf der Stelle die vorher in 
ler Klammer stehende Reihe. Die so eben entwickelte Gleichung, 
^e man auch in der Form 



Vn = 



OÄ:r(2;r)^(-'~i)" 



(4) 



[darstellen kann^ und die auf anderem Wege zuerst von Jacob i be- 
fiesen wurde (Crelle's Journal Bd. 2. »S. 224.), kann als die Fun- 
lentaleigenschafjt der. Funktion TJn gelten, und in der That 
D sich ihre anderen Eigenschaften mit Leichtigkeit daraus ab- 
t. Zu den wichtigsten derselben gehört die, dass der Werth 
Integrales 



/r 



Um UnSu 



ler Null ist, so lange m von n verschieden bleibt, dagegen 
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2 
= 2^ I 4 für m = n. Maii gelangt hierzu mittelst ;der folgenden 

einfachen Betrachtung. 

Es sei nach einer sehr gewöhnlichen Bezeichnung 

SO ist bei unbestimmter Integration 

/g)(m) {u) i/;(») (m) 8t« = 9)("») (M)/t(;^»K«) 8«« 

— /q>(m+l) (M)8M/lf;(«)(tl)3tt 

oder auch 

/9>(m) (14) lff(«) {u) Su 
' = g)("«) (u) <?/;(«-*) (m) — /9(«+^)(tt) i(;(«- *) («) 8u. 

Verschwindet nun ilß(^—^)(u) sowohl für u=a als u=b, so folgt .< 
hieraus 

Auf der rechten Seite kann man dieselbe Reduktion wieder vor- -^i 
nehmen und findet unter der Bedingung« dass t/;("— ^^ (u) und i/;('*"-*)(u) 
für M=o und «=6 verschwinden: 

/b ph 

Man übersieht leicht den Fortgang dieser Betrachtung; unter 
der Rücksicht 5 dass i^C«— ")(tt)=:t/;(t*) ist, gelangt man nämlich zu 
dem Satze: verschwinden die Fnuktionen a/;(»— 8(m), ^(»»-^(•e), .... 

V(^)i i^'(^)i '^i^) sämmtlich für tt=a und uzzzby so Ist 'V 

'hm 



"■1 



/»6 pb 

I 9M(t*)t/;(»)(w)3M=(— 1)»/ 9(w+n)(tt)if;(tt)8l«. 

Diesen Satz können wu: auf die Formen 

» ' '■ 
aBwendoB, indem man sich sehr leicht überzeugen wird* dass dic- 
Fonktion «f («) nebst ihren Differenzialquotienteni bis zum (n — l)t^fp' 
inchis. sich mr a=:*^l und 6=-f 1 annulHrt. Es wird so '|S 

/^ ^ />»(tt«- l)'»Z)»(w2-l)n8ie=(- J)»y ^Z>«»+«(Ma^ l)'».(«ia-l)"8»i^ 

iui4 wiir st^Um'^aber den Satz auf: -^ 
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(5) 

ry UmVndu 

' 2.4.6*.. (2«.) • 2. 4 .eL (2«) (-^^'f-, '(«'-l)"D"+'-(n'^l)"8«. 

Das Integral rechts bedarf noch einer kleinen Umformung. £nt- 
ckelt man nämlich mittelst des Taylorschen Satzes f(u -f h) in 
le nach Potenzen von h fortgehende Reihe für f(u)=(u'^ — 1)"», 
wird 

A hier ist 

^'"-'' - 1.2....(iii-r) ^^^^ • ^^^ 

itit man in der obigen Gleichung — t—z für h, so erhält man 

il lüer kommt rechts o. A. auch das Glied 

'm2_1 \m+r 



'^'"+'^(~r") 



k; beiderseitige Multiplikation mit A^'" giebt 

[(ÄM+t««-l)«-Ä2]'» 

hs links in der Klammer Befindliche ist aber nichts Anderes als 

(t*a-l){(Ä + M)2-l|, 
Hifolg&ch wird dmeh Division mit (tt2.^1)m. 

linke Seite ist nun mit der von (6) identisch ; folglich müssen 
rechts die Coeffizienten gleicher Potenzen von Jt dieselben 
i; daraus folgt 

v«rni5g6 der durch No. (7) festgestellten Bedeutung der Coeffi- 
Ai 
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wobei naturlich immer r^m sein muss. Diese schon an sich 

sehr interessante Beziehung dient uns auch zur Reduktion des In« 
tegrales in (5)^ wenn wir r = n und 

setzen. Es wird dann 

(8) 

2 . 4....(2m) . 2 . 4....(2ii) 1 . 2.... (/« — w)^ - 1 ^ 

und diese Gleichung wird durch die Bedingung u^m nicht be* ■( 

schränkt, weil es bei der Syninietrie der linken Seite immer firdj, 
steht mit n den kleinsten der ludices m und n zu bezeichnen. 4 

Für das Integral rechts in (8) sind nun zwei Fälle zu unter- .^ 
scheiden, ob nämlich fi?>n oder 7ii=it ist Im ersten giebt cBetr 
unbestimmte Integration 

I 

und diess annullirt sich sowohl für t«=: -f- 1 als t(= — I » wie über-' 
haupt 



r- 



sobald y < m ist. Es wird demnach 



/ 



I7„l7«8tt=0farm>»i, "^ 

f 
d. h. für ein von n yerschiedenes m (nach der vorhin gemachteo ii 

Bemerkung). Für m = 7t dagegen geht das Integral auf der recbtib 

ten Seite von (8) über in ^ 

uqd der Werth desselben ist !^ 

o/ iN„ 2.4.6....(2n) ? 

^^■"^^ -3.5.7 (2n + I)' 

WM. man Ic4cht. durch eine Reduktionsformel oder mittelst di 
Gaaniafiuiktioneii findet. Berücksichtigt man femer, ^dasB d 



T3 



aktorielle i,2....(m-«-'it) fSr fn=:n die Einheit bedeutet, so wird 
»tat 



>> 



/- 



* ün Undu 



1 1.2....(2 w) 2.4.6....(2 w) 2 

""2a.4a.6*...(2n)2 * l ' 3.5.7 (2n + t)^"^2w + r 

«id damit ist gezeigt, dass 

/ ^ UmUn=0, för iit5w 



2w+l 



, för m=s=n 



fird. Hiervon lässt sich sogleich die folgende interessante An- 
irendung macheu. Sei f(ü) eine beliebige Funktion ron u und 

f(u) = Co+Ciü^ + C^U^ + .... 

vo Co9 Ci9 Ca,.... unbestimmte Coeffizienten bedeuten, so kann 
nn Vn auf folgende einfache Weise bestimmen. Man muitipiizire 
Be ganze Gleichung mit C/ndu und integrire hierauf zwischen den 
Bifinzen t<= — 1, ie=4-l, so wird 



■ . r ■ i ■ 



»i ..^^1 






Mit Ausnahme des Ci enthaltenden Gliedes sind hier alle Inte- 
grale von der Form 



/ 



+ 1 ^ S 

Um UnSn, m^n 



I 



iblglieh sämmüiqh =0; es bleibt nur 
rorans sich der Werth von Cn findet« nämlich 

Ci=£!L+i/ ^ f(u)Undu. (10) 

man hiernach die CoefSzienten C bestimmt, so ist 

I 

f(u)=:Co + CiUi + c^U2+:.., (11) 

t jede beliebige Funktion durch die algebraischen Funktionen 
. 17^ 9.... ausdrückbar. 
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'Es mag übrigens noch bemerkt werden, dass diese AbMtang 
der Formern (10) und (11) zwar kurz und heuristisch, aber, wie 
der heuristische Gedankengang oft, nichts weniger als streng ist; 
da man die Bedingungen nicht erföhrt, an welche die GiiltigkeU 
der Gleichung (11) geknüpft sein kann. Eine strengere Begrün« 
düng erhält man dadurch, dass man die Reihe 

Cq + Ci t/j + Ca t/j + ... . -|- Ctt Un f 

in welcher die CoeflGzienten mittelst der Formel (10) bestimmt 
sind, summirt, darauf n ins Unendliche wachsen lässt, und die 
Gränze bestimmt, welcher sich der gefundene Ausdrusk uShert 
In sehr eleganter und allgemeiner Weise hat in Crelle's Journal 
Herr Prof. Lejeune Dirichlet diesen Gedanken ausgefährt aod 
es kann bei der Vollendung, welche der scharfsinnige Geometer 
seiner Arbeit gegeben hat, hier nur eine Verweisung auf dieselbe 
statt finden. 



Heber die Differenziatlon unendUclier 

Reihen. 

Von dem ' 

Herrn Professor Dr. O. Seh 15 milch i 

an der Uniyersitbt zu Jena. 



Schon Abel hat darauf aufmerksam ^macht, dass der Dilb-^ 
renzialquotient von der Summe einer unenAichen Reihe nicht immetjj 
der Summe der Differenzialquotienten der einzelnen Glieder ^^^icIS 
gesetzt werden darf *), er hat aber den Grund dieser auf den^ 



*) So gilt z. B. die Gleichung ^ 

— i/(2 — 2co8^) = {cosjr-|-4cos2jr-|-|cofl32r-f .... ^ 

ganz unbestritten für alle reellen x^ wollte man aber differemiren , Ma 
wurde 

I cot J^ = sin 07 -|- sin 2^ -h sin 3jr -f — »' 



herauskommen, was wenigstens qua Gleichung unrichtig ist; 
eriiielte man >• E. ap = 0, was selbst syntaktische Genie*« ; 



lDrar = 

nvr iBh# 
werden „deuten'^ können. 
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ersten Blick sehi* befremdlich aussehendeh Erscheinung nicht an- 
g^eben. Diess zu thun ist der Zweck der folgenden Zeilen. 
Es sei die Summe einer ragliedrigen Reihe 

F(a:)=fXx,l)+f(a:,'I)+.... + f(x,n) (1) 

gegeben, so hat man 

6 ~ d 

+ 3 

+ --^"T^ • 

Man ist abe» nach der Definition des Differenzialquotienten ^'(x) 

:«.9>(^ + ^) — V(^) 1 r I i. u u 

— *9 und folglich kann man immer 



=Lim 



» 1^. 



q>(x + 8)^(p(a:) 

MtEen, wo s eine Grösse bezeichnet, die mit d gleichzeitig bis 
mar Gränze Nul) abnimmt. Es folgt jetzt 



F(x+S)^F(a.) 



=:f(x, 1) +n^,2) + ....+r(w,n) 



WO e|, €2,.. -.ff» gewisse mit 8 gleichzeitig bis zur Gränze Null ab- 
Behmende Gros«en sind. Durch Uebergang zur Grunze fiir unend- 
lich abnehmende d wird jetzt 



>(i^)=na:,l)+r(^,2)+....;hn^,n) 
+ Lim [si + fa + €3 + ... + «»]. 



(2) 



y.ffier sind nun die zwei Fälle zu unterscheiden , ob nämlich n 
^BdM «AdHche eoiistatiie, oder eine unendlich wachsende Zahl ist. 
DiBs im ersten Falle 

Lim[ai + «8 -f .... + £«] =0 

«ä, erhellt sehr leicht auf folgende Wdse. Es mOge«' die gr^jsste^ 
/ die kleinste unter dcan Grössen e^, s^,.... Bn bedeuten, so ist 

Bi + fa H" ^t "1" •••• + ^n 

^ns' und >we". 

[Da aber jede der Grossen eiM^2 9*— unbearänzt abnimmt , so 
tht diess auch mit s' und ^' der Fall, und da oei diesem Prozesse 
|i coDstaut bleibt jtKi bat man gteichseitlg 



i •> 
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Lini(«a')=0, Lim(nO=0j 
woraus sogleich 

Lim (fjL -4- % ~l~ •■— + ^n) = 

folgt, und jetzt ergiebt sich aus No. (2) 

F'(ap)=A^>l)+r(^.2)+.... + r(:p,n), (3) 

In einer endlichen Reihe darf man also beiderseits Glied ßir 
Glied differenziren^ ohne die Gleichheit beider Seiten ^u stören. 

Ganz anders aber verhält sich die Sache, wenn n ins Unend- 
liche wächst oder die Reihe eine unendliche ist. Obschon auch 
hier die Grossen fj, ß^»*'^* '"^ ^ß"* Gleichung (2) der Gränze Null 
zueilen, so kann doch die Summe einer unendlichen Menge voo 
ihnen sehr beträchtlich ausfallen. Wäre z. B. Si=:6^=::b^.,.,, wq-^ 
fijic wir blos e schreiben wollen, so würde 

+ Lim(«£) 

folgen, wo nun e unbegränzt ab-, dagegen n, wegen der Unend- 
Hcnkeit der Reihe, unbegränzt zunimmt, folglich Lim (üb) geeeo 
einen angebbaren Werth J als Gränze cqnvergirei^ kann. Mw 
sieht hieraus, dass es Fälle geben wird, in welchen eine Glei* 
chung wie 

F(a:)=f(x,i)+f(a:,2)+f(a:,Z) + ,.., in Inf. (4) 

eine Consequenz von der Form 

F'(ar)-z/=nar,l) + na;,2) + .... In Inf. (5) 

nach sich zieht, so dass es also unter Umständen nicht erlaubt 
ist, aus No, (4) schliessen zu wollen: 

F'(a^)=f\x,l)+f'(a:,2) + .... in inf. 

Man kann dieses Resultat auf folgende Weise etwai; prägnant ^ 
ter und anschaulicher darstellen. Es sei -^f 

F(;c) = 2f(x,n), (6) 

wo das Sammenzeichen bedeuten soll, dass n = l, 2, 3, xa- 

setzen! ist und die so entstehenden Glieder zu summiren sindl 
Bezeichnen wir femer die Differenziation in Bezug auf j: mit einem 
blosen Z>> so dass also überhaupt 

ist, M folgt ans der Gleichung (6) ganz unzweifelhaft . ^« 
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I 

■ pF(x):=:D£f(jjc,n), (7) 

depo wenn zwei Funktionen ideDtiscfa sind, müssen offenbar aueh 
ihre Differenzialquotienten zusammenfallen. Dabei darf man jedoch 
die Stellung von D und 2 nicht übersehen, es wird nämlich zu- 
erst summirt und nach geschehener Summirung differenzirt. Da- 
gegen ist es nicht immer erlaubt, die Reihenfolge dieser Operatio- 
nen umzukehren und zu schreiben 

DF(x) = 2Df{x,n), (8) 

wo jedes einzelne Glied erst differenzirt und nachher .Alles sum- 
mirt wird. Mit einem Worte also: wer aus der Gleichung 

F(x) = Zf{x,n) 

ohne weiteres die folgende ableiten will: 

DF(x)=2Df(x,n), 

setzt stillschweigend voraus, dass immer 

DZf{a,n) = ZDf{x,n) 

seiy kehrt also willkührlich die Reihenfolge der Operationen um. 

Man sieht hieraus, dass es immer noch einer besonderen Un- 
tersuchung bedarf, um entscheiden zu können, ob die durdi Dif- 
ferenziation einer ursprünglichen Summenformel entstandene neue 
Gleichung auch wirklich richtig ist, oder nicht, was aber in den 
meisteD Fällen keine besonderen Schwierigkeiten hat. 



Heber den 38. Satz des XI. Bucbs der 
Kiemente des ünclides. 

Von dem 

Herrn Dr. Joh. Jos* Ign. Hoffmann, 

KoBigl. Bayer. Hofratho, Director des Lyceoms za Aschafienburg, etc. 



1. Dieser 28. Satz des XI. Buchs ist folgender: Wenn ein 
Paralleiopipedum von einer Ebene durch die Diagona- 
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II. Satx. Wenn man au« dem Mittelpinkte des um eitt ge- 
gebenes Dreieck zu beschreibenden Kreises auf des Dre&ecks 
Ebene ein Loth errichtet» dasselbe nach beiden Seiten des Drei- 
ecks gleich gross macht» und jeden Endpunkt dieser zwei Lothe 
mit jedem der drei Winkelpunkte des Dreiecks durch gerade Linien 
verbindet» so entstehen ewei symmetrische Pyramiden Ton gleicher 
Grösse. 

Denn jede dieser Pyramiden zerfällt in drei andere von gleich- 
schenklichen Grundflächen (wie die im I. Satze), welche paar 
weise coagruent sind. Folglich sind auch ihre Summen gleicnu 

III. Satz. Um jede dreiseitige Pyramide kann eine Kogei 
beschrieben werden» deren Fläche durch die Scheitelpunkte ihter 
vier Kürperwiokel geht. 

Wenn man um eine der dreieckigen Seitenflächen der gege- 
benen 'Pyramide einen Kreis beschreibt» aus dessen MittelpunEte 
auf denselben ein Loth errichtet» so ist jeder Punkt dieses Lodieft 
von jedem Wiokelpunkte des Dreiecks gleichweit entfernt» und es 
kommt nur darauf an» diesen Punkt so zu wählen, das« ancb 
seine Entfernung von der Spitze der Pyramide eben diese GrSsse 
erhält» was man leicht durch Construction finden kann. 

IV. Satz. Zwei symmetrische dreiseitige Pyramiden siimI 
gleich am KOrperinhalte. 

Wenn man um jede derselben eine Kugel beschreibt» so sind 




jf der Winkelspitz« 

der Pyramiden eine gerade Linie» so entstehen in jeder Pyramide 
vier kleinere» welche (nach II. Satz) paarweise gleich sind. I^o^ 
lieh sind auch ihre Summen» d. h. die symmetrischen Pyrämi|leii 
einander gleich. 

V. Satz. Zwei symmetrische Prismen sind gleich am Ko^ 

perraume. 

Denn man sieht leicht» dass sich jede zwei symmetrische 
Prismen in eine gleiche Anzahl von symmetrischen dreieekiffei 
Pyramiden zertheilen lassen. Da nun diese paarweise einander 
gleich sind (nach IV. Satz)» so sind es auch die gegebenen sym- 
metrischen prismatischen Körper. 

Anmerkung. Wenn im IL Satze der Mittelpunkt des um 
das Dreieck zu beschreibenden Kreises ausserhalb dieses Drei- 
ecks ; oder in dem IV. Satze der Mittelpunkt der um die Pyrami- 
den zu beschreibenden Kugeln ausserhalb der Pyramiden fiUH; 
so ist es leicht» die Beweise auf ähnliche Art zu fuhren. 

15. So befriedigend nun auch dieser Beweis ist» so mnsi 
man doch gestehen» dass er (besonders bei näherer Ausffifam^ 
auf elem en t arische Kürze keinen Anspruch machen kann. & 
schien mir daher der Mühe werth» einen so buchst wichtigen Salt 
der Stereometrie: das Theorem von dem Diagonalschnitte 
des schiefen Parallelopipedums» so kurz und bündig M 
erweisen» als dieses nur immer von ei«er ähnlichen Behanptmig 
der KOrperlehre gefordert werden kann. Den hierfiber ersonaencn 



\ 



ttt 
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Beweis hatte ich bereits vor langer Zeit der vormaligen Departe- 
mentalgesellschaft der W. W. und K. K. in Mains (welche mich 
mit einem Diplome zum Beitritt als auswärtiges Mitglied beehrte) 
als kleine Denkschrift zugesendet, und die mathematische Section 
jener Gesellschaft hatte meine Darstellung als befriedigend erkannt. 
ich filge sie hier öffentlich mit der Bemerkung bei, Hass sie sehr 
füglich an die Stelle des 28. Satzes im XI. Buche der Elemente 
des Eii4clid es gesetzt werden und so die Lücke ergfinzen kann, 
welche io dem Beweise dieses wichtigen Lehrsatzes herrscht. 

16. Es sei (Taf. III. Fig. 5.) abcdefgh das gegebene schiefe 
Farallelopipedum und adhe dessen Diagonaiebene, so ist zu be- 
weisen, dass das Prisma' acdheg gleich' sei dem Prisma ahdhfe. 

Man halbire cg in /, errichte Im in der Ebene ck und li in der 
Ebene ce lothrecht auf cl und ziehe iin, so sind cg^ ae und dk 
■nf der Dreiecksebene Um senkrecht (El. XI. 4. und 8.). Wird 
mio das schiefe Parallelopipedum ah durch das über im verlän- 
s;erte Dreieck lim durchschnitten, so entspringt das Rechteck 
Ukm^ worauf die vier Seitenflächen dieses Parallelopipeduras loth- 
recht stehen (El. XI. 8.). 

Nun verlängere man die cg^ ae, bf und dh über g, e, f und h, 
•o, dass gpzzzcl, €n=ai, fo=:bA\ und hq=zäm ist, und ziehe die 
Verbindungslinien /97I, 720, oq und qp, so wird noqp ein Recht- 
eck, welches dem Rechtecke ikml congruent ist (El. XI. 10. 4. 
imd S.). Auch sieht man leicht, dass nun ein senkrechtes Paral- 
lelopipedum iq entstanden ist, welches durch den Diagonalschhitt 
iKmi in swei congruente dreieckige Prismen limqnp und ikmqon 
gaflieilt werden kann, und dass der Korper cadmü dem Korper 
^dhqnpt und der Korper adbkmi dem Körper ehfoqn vollkommen 
congruent ist. 

Hieraus entstehen nun folgende Schlüsse : 

Körper acdilm ^ Kürper eghnpq , 
Körper ilmegh = KOrper ilmegh, 

Körper acilegh=:^Kl]r^eT ilmnpq, d. h. 

Prisma ac^^^A = Prisma ilmnpq No. 1. 

Desgleichen ist auch: 

Körper 6^/ii&/iit^ Körper fkeoqn, 
Körper kmifke = Körper kmifhe, 

Körper 6c?a/'Ae= Körper Anfiio^n, d. h. 

Prisma &c{a/Ae= Prisma kmioqn No. II. 

Bft mm, nach dem Erwiesenen , Prisma ilmnpq = Prisma kmioqn 
te, so mass auch (nach No. I. und IL) Prisma acdegh = Prisma 
|Mi/Ks sein. 

Wenn die auf den Seitenflächen des gegebenen schiefen Pa- 
dttpipedums lothrecht stehende Durphschnitts-Ebene lihA mit 
in Af eder in die Gmndfl&che eghf eintreffen sotite, so darf 

6* 
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aller mittleren Prismen liegen. Da nun diese mittleren Prismen 
seihst kleiner als jede aneebliehe GrüHse werden können^ so 
mass sich auch ihr TJnterschied in dem Maasse verkleinem. Da- 
her aiad die ^Osseren Prismen GCS und GCK um einen Unter- 
sdiied verschieden 9 der kleiner als jede angebliche Grosse ist^ 
d. fa. diese Prismen sind gleich. 



26. Bei dem Durchdenken dieser sinnreichen Demonstration 
habe ich folgenden Beweis gefunden , welcher^ wie es mir scheint, 
oA durch Kürze und Fasslichkeit empfehlen mogte. 

I. Das dreieckige Prisma GCS (Taf. III. Fig. 6.) besteht aus 
einem äussern Parallelopipedum ES, welches i des gegebenen 
AS Ist, aus zwei äussern Paraüelopipeden, welche zusammen ^,,> 
d. h. { Ton AS; aus vier äussern, welche zusammen «?, d. h. 
i'r von ^iS; aus acht äus.«iem» welche zusammen g»«, d. h. ^ 
von AS betragen, und so fort ohne Ende. Die Summe aller die- 
ser tassera Prismen (sie heisse S) bildet also, in Bezug auf das 
Parallelopipedum ^&=1, eine unendliche Reihe von der Form: 

S=J + 4 + T^« + Ä + *', + .... 

II. Aus der Arithmetik ist aber bekannt, dass, wenn a das 
erste Glied, e der Exponent und iSdie Summe einer unendlich ep 

Reihe ausdruckt, der Werth von Sz=z:: sei. Daher ist, für 

oUge Reihe, 



S= 



1 



III. Auf gleiche Weise ist aber auch die Summe aller aus- 
lero Parallelopipeden im dreieckigen Prisma GCK^=-\AS» weil 
•iß mit der in IL- gefundenen aus ^leichvielen und gegenseitig 
ri^chg^ossen Gliedern besteht Folghch ist Prisma £rC<$= Prisma 
6CE=U*arailelopipedum AS. 

27, a. Der hier (in 16.) gegebene directe Beweis des Lehr- 
Mtzes hat einen neuen indirecten veranlasst, welcher eben- 
ftlb Fasslichkeit mit geometrischer Strenge vereinigt. Er ist fol- 
iroder. Wenn (Taf. III. Fig. 7.) ABCDEFGH das gegebene 
■ddefe Parallelopipedum und BDHF der Diagonalschnitt in dem- 
idb«o ist« 80 soll bewiesen werden, dass das schiefe dreieckige 
trisna 4bBEHF dem schiefen dreieckigen Prisma BDCFHG 
iklit migleich an Grösse sein kann , ohne auf einen Widerspruch 
R gdlangeo, welcher aus der Annahme dieser Ungleichheit her- 
VQi{(chen müsste. 

6. Man lege durch AD (wobei, der Einfachheit wegen, die 
Wnikel DAE und ADHals rechte angenommen sind) eine Ebene, 
welche auf JBCGF lothrecht steht, so bildet dieser Durchschnitt 
im Parallelogramm ADKJ, auf dessen Ebene die Seitenkanten 
ilE, BH, BF, CG senkrecht sind. Wird nun ebenso durch FG 
IHirchschnlttsebene lothrecht auf AEHD gelegt, so entsteht 
[dn Parallelogramm FGML, welches dem Parallelogramme ADKJ 
l«ignieiit ist und auf welchem die Kantenlinicn LA, MD, FB, 
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GC ebanfalls seiikreuht siad. Demnach bildet sich im Inn«rii de 
Hchiefen PaTallelopinedums ABCDEFGÜ ein Benkrechtea Peimllt 
lopipedum AJKDLFGIU, welches durch die Dia^oualebeoa DJFi 
in die beiden vollkommen congruenten dreieckigen Prisme 
ADJLMF lind DJKMFG ^etheilt wird, wie dieses aiu Taf. I! 
Fig. 1. hervorgeht, indem das vordere dreieckige Priama dert: 
statt in das hintere gestellt »erden kann, dass beide nur e 
einziges bilden. 

c. Das schiefe dreleckiee Prisma (Tat IH. Fls. 7.) ADBEi. 
besteht daher aus dem senkrechten Prisma ADJLMF, ans 'I 
dreiseitigen P^yramide, deren Grundüäche das Dreieck ADJ 
deren Spitze in B ist, und aus der vierseitigen Pyramide, d.'- 
Grundfläche das Paralleloeratnm LIttIfE und deren Spitee 1 
liegt. — Ebenso besteht das sthief'e dreieckige Prisma JSDCl 
aus dem senkrechten Prisma DJKMFG, aus der vlereck 
Pyramide, deren Grundfläclie BCKJ und deren Spitze D ist. 
ans der dreiseitigen Pyramide, deren Basis das Dreieck / 
und deren Spitze in M ist. Man äberzeugt sich leicht, das- 
ei) engenannten beiden viereckigen, so nie auch die zivei dr 
tigen Pyramiden keine eoogiuente, wohi'aber symmetri 
(8.) Körper seien. 

d. Sollten »un diese beiden schiefen dreieckigen P 
ADBEHF und DBCHFG (nelche mit P und Q bezeichn« 
den sollen) an Griisse verschieden sein, so kann dieser 
schied (da beide die einaniler congruenten dreieckigen I' 
als Bestandtheil gemein hnben) nur in der Verscbieil 
der KOrpersummen ADJB -f- LEÜMF und FGHM -f- A 
begrandet sein. 

e. Wäre mm (hypothetisch angenommen) /*> Q. 
man P— Q=;d, und es ist klar, dass nunmehr 2P' — . 
3P— 30^3rf und überhaupt nP — nQ = nä sein inü^s 
aber gezeigt werden kann, dass bei P—Q, bei 27* 
3P~3Q, und, im Allgememen, bei nP — nQ stets ein" 
selb^e Differenz stattfinden mSsste, wenn bei P — 
eine DlfferenE bestünde, so ist dieses nur dadurch niü;.. 
diese Differenz =^0 ist, d. b. dass P=Q sein muss. 

f. Denkt man sich die Seitenkanten EA, FB 
über A, B, D, C so verlängert, bis Aa (welche 
Zeichnung wirklich ziehen kann) =EA, M =- *"" 
G;==GCiBt, verbindet die Endpunkte a, 6, d 
rade Linien und betrachtet den Diagonalschi 
klar, dass in dem schiefen Parallelopipedum 
schiefe dreieckige Prismen entstehen, von 
~\ABDEFH und d&cHFG=^ DBCHFG ist 

ad eine mit AJKD parallele Ebene gelegt, so «a 
eck aikd, welches mit abed einen Körper tAcdik 
dem Eürper ABCDJK vollkommen congruent ' 

Sin c.) bemerkten Tbeile dieser Körper bilden 
[er beiden grossen schielen dreieckigen Prismen 
die zwei in ihrem Innern eststefaenden congi 
gen Prismen. Bestände nun zwischen P und 
=:rf, so müsste hier bei '2P und 2Q eine Dil 
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lieber zwei Kursen, die Ton cler KUIpse 

aliseleltet sind. Berechnung; der Ton 

densellben nmsclilossenen Fläclie. 

Von dem 

Herrn Doctor J. Dienger, 

Ldirev fto 4ec liölierea Bürgerschule zu Sinsheini bei Iioide||ier|(. 



$. 1. 

Sei 

die Gleichung einer Ellipse^ (a:' , y') ein Punkt derselben. Auf diesen 
Punkt ziehe man vom Mittelpunkte einen Radius yector und Ter- 
längere diesen um die Grösse h. Die Gleichung des Rad. vect. 

ist y =^L.x, und die Koordinaten des Endpunktes (des verlängerten 

Rad. V.) : a:' +^ , y' + ^ , wo r' = W x'^^-y'^. In diesem End- 

punkte errichte man eine Senkrechte auf den Rad. v. , so ist die 
Gleichung dieser Linie: 

s^-(y+*^)=-f (— '-^> a) 

Das 9 was bisher mit einem einzigen Rad. vect. vorgenommeo 
wurde, nehme man mit allen vor, und suche sodann die Gleichung 
der Kurve, die von allen den auf den verschiedenen Rad. vect' 
senkrecht stehenden Geraden berührt wird. Zu diesem Eiide muM 
man die Gleichung (1), welche auch so dargestellt werden kaim: 

nach x' differenziren, indem man y' als Funktion von vr', bedingt 
durch die Gleichung 

^ + |2 = l. (2) 

ansieht, und zwischen der erhaltenen Differenzialgleichung und der 
Gleichung (1) , x' und y' eliminiren. Nun giebt (1) : 
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ihread aus (2) folst: 

etit nan diesen Wertb in (3), so erhält man : 



^'ä! 



üminirt man nun ans (1), (2>, (4) die Grössen a^ ^ tf , so erhUt 
lan die Gleicliong der gesucnten Karve. 

Hieraus folgt : ^ 






Diese Gleichungen geben för jeden Punkt (x' ^y*) der El- 
tfse den entsprechenden Punkt der gesuchten Kurve an. 

Man setze in (5) j;'=:acos tp, «' = 6 sin 9,. so genügen a:', 
dßr GleichuBg" (2), während ^ ein Winkel ist, der in dem Punkte 
ist ^ IQ welchem die Axe der .r die Ellipse schneidet; durch 
Substitution findet sich: 

^■. « . A V - ÄCQSflft 

:r=(l+6*sm*g)) acos9J + 



Vl-e>in2 9 
6«— ii«fl»cos«oi . fiAsino) ^^^ 

«•= ^ — • Die Gleichungen (6), wenn man in ihnen tp 

bis 27C gehen lässt, drucken die gesuchte Kurve aus. Durch 

~ lation von <p zwischen ihnen erhielte man die Gleichung der- 

leii in gewöhnlichen rechtwinklichen Koordinaten. Für den Fall 

:0 erhält man als gesuchte Gleichung (siehe Crelle's Journal. 

33. 8.90 £)^ 

[6a262-2(262-a2)(2a2--62)— 3(a2:r«+62y2)]»= 
li«(2&«- a«) a:« + 96«(2 a« - 6«) y^ - 4(aH**)(262-a«) (2a«-Ä«)]«. 

In OQserm Falle wüide die Endgleicbung offenbar iiodh ver- 
malter ausfallen; da es aber für den Zweck, der hier verfolgt 
, nicht nuthig ist, dieselbe zu haben, so begnügen wir uns 
den Gleichungen (6). 
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Die gesachte Kurve^ besteht offenhar aus vier koDgruenten 

Theilen^ von ^=0 hiB^>(p=z-^hia jt, (p^=n bis -s-f 9 = 'a" fc>* 

27t. Der erste dieser Quadranten ist von den positiven Theilen . 
der A^en der x und y begränzt: er beginnt an der Axe der 4P. \ 
Suchen wir nun die Fläche zwischen der Axe der x, der Kurve ] 
und der Ordinate y. Da die Ordinate y den Quadranten in zwei 
Theile theilt, so muss noch bemerkt werden, dass derjenige dieser . 
beiden Theile gemeint ist, der vom Mittelpunkte entfernter ist 

Die Formel ffir die Quadrirung ist ±/^d!ar, je nachdem^ mit 

wachsender Fläche zu- oder abnimmt. In unserm Falle ist das r 
unsere Zeichen anzuwenden. I )a aber x und y als Funktionen von " 
<p gegeben sindy so ist der Ausdruck für die gesachte Fläche 

r9> dx r, 

Setzt man hier die obigen Wertbe (6) von x und y, so erhält iiiaa> 
als Ausdruck des gesuchten Fläch eustücks : 

ab I sin ^q> d(p r- / sin'^cos^d^ 

+ 2 abe^ / sin^(pco8^(pdq)+abe^ / sin^q>dtp 

1/ • t/ o ~~ 



2a3«4 



b 



^ P9 , 

- 1 sin *9) cos *9 hq> 



«'«* /"^ . 4 2 ;j , Ä*' Z*^ sinVÖ9 

~ Jo Va-e'sinV)»'*' V V(l-e»«nV) 

9AA g /* *' sin 'y cos ^<pS(p 
~*''**Vo V(l-e«sinV 
..«/*y 8in*y8y h^b' /*9 sin«y8y 

"•■ Jo V(l-e«slnV)"'' a»Jo V(l-e»slii«g.)** 



i . 



Nun ist aber : 



-.1' 



L 






/ 



9 

sin ^89= — 1 sin 9> cos 9> -f- i 9> 9 
o 



9 

sin ^^cos^dg) = } sin ^q> cos 9 — isin 97 cos 9 4- j 9> 9 
o 

sin*939=— isin'g)cosg) — 'sin^cos^-f l?'/ 
o 



1^ 

sin^ cos^ 89 =: \ sin '9 cos ^ -f 9 sin '9 cos 9 — ^^ sin 9 cos 9 
o 

+ 1*69» 
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/»5P sJD^yg y jE(y,c) g^sinycosy 



/ 



F(y,g) — jE(y.e) sipycosy 



9 sln^ycos^ySy 
V(l-.6«sin«^ 



>2 



e'smycQgy 






(2-e«)£(y,e) g (l~g^F(y,g) (l-e^)sjnycos<p 
■^ «* "^ e* ■*" 6^Vi-.ea8inV 



yy sm*y8<p 
Vi — ««sinag) 



F((p,e)— ^((p,e) 



>2 



V sin^y8<p _ Vi — gasin > sin y cos y 2 (1+ c^jA^y , e) 
Vl-easinV 36« ! 3^3 

, . (2+e«)F( y,e) 
+ 3^ ' 

yy sin«yco8V8y . (2--gg)£(y,e) 2(1— e«)F(y,e) 
Vi— ««sin -«^ ~" 3«* ^4 

_^ Vi — e^sin «y sin y cosy 



wem 



v 



/•f ____ P9 .. 3y 



Ferner ist 



yr 



dy 



:arc(tg=Vl— e2.tgy). 



^^ 1 — e« sin«y "~ Vi — e« 

[Aferenzirt man diese Gleichung nach e, and theilt beiderseits 
;h äe, so ergiebt sich 



arc(tg=Vl-ija,tgg,) 



y^ 9 sinV8y 1 
(l - ««sin^y)« - 2 V(r:^' 

1 sin y COS y 

■^ 2(1—6«) ' 1— e^sinV ' 

man diese Werthe» so erbalt man das fragliche Flächenstuck. 

TT 

Um den Quadranten asu erhalten , niuss man y= -j setzen. Der- 
ist also: 
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)F(|,e)-£(|.P)j 
(2(H-*«)F(|,0 2(H-f«)£(^.6)| ^^, 



V(l_*«)»2! 

Mithin der ganze » von der firagiichen KurTe umschlossene 
Raum: 

(Ueber die Herleitunsr obiger Ausdrucke sehe man u. A. Crdle'fl 
Jouniiü. Bd. 31. S. 23 It) 

§.2. 
Sei wieder 

die GfeichuDg einer EUipae, ^j:', y) ein Punkt derselben. Dil 
Gleichung des Radius vector in diesem Punkte ist jf^^j^, unddlÜ 
Gleichung der auf seinem Endpunkte Senkrechten: y+ju^:^ 
^'*+y'- DieGleichung der Normale im Punkte (j/, y) ist : ^(^-^ 

=&(^''~~^« ^^ Gleichung der mit d«r Kormale pvalMen, itrJß 

den Mittelpunkt gehenden Geraden aiso-|^J^=~~s5- Heissennui* 

X, ff iatt Koordinaten des Punktes, in dem die«e letztere Geradtf 
die ee eben enrShnte Senkrechte triR. so ist 
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Setzt man nun a:^:=zr' cos g>' , y=r'sin^', so dass 






und eiimioirt aus den drei letzten Gleichungen r' , q>' , so erhält 
iinan 



(a«.r2 ^ i«y«)»;±:(a«ar«+**y«)a 



\ 



(8) 



lab Gleichung der durch alle jene Fusspunkte gehenden Kurre. 

Man ziehe in einen Punkt {x* ^ y') dieser Kurve (8) einen 
Radiusvector, und verlängere denselben um die Grösse A, so sind 
die Koordinaten seines Endpunktes 

Hin suche nun die Gleichung der Kurve, die durch die Endpunkte 
•Her so verlängerten Radien geht. Setzt man o:' = r cos tp , y' 
'=^rmAq>9 so hat man r« 9> zu elimlniren ans 

j;=rC0S9 +Äcdsg)=(r+Ä)cos9, 
y rrr sin 9 + Ä sin 9 =r= (r + ft) «in 9 V 
r«(a*c#s V + Ä^sui V)'*= (a*c0s «y +*4sin V)*- 
iSmxüB folgt (r+Ä)2=:ar« + y2, r=V^5qpp_Ä^ 



2 



cos*a)= 



X' 



;.2.-._£-.-— J^ 



ia«^' eftiätt man als Gleichung der fraglichen neuen Kihrve : 

Mche Gleichung fär A=0 in (8) übergeht. 

iMese Kurve besteht aus vier kongruenten Theiien, «^daiis 
Betrachtung eines Quadranten genügt. Man setze hi '(6)jpä=: 
ifp^y^zTslntpi so ist 

(r— A)«(aäcos*9 + 6*sin Ä^)« = (a*cos^9> + Ä*sin«9?)2, 



}•. 



r = Ä + 



a*cos V + 6*sin*9) 



(a^cosV + ^^sin^g?)** 
Für den FlSchenlriialt des Quadranten findet sich : 



M 



n 



IJ?"^ 






-2 C^ 2+^7/0 (a*cos«9+^8iDV)* 



a 



/ ^ (tt^ cos V + fe^ sin V) 
J o (a*cos«<p + 62siD«9)3 

Setzt man g— =6«, soi8ta*cos^+6VinV=o*(l— ^i 

demnach 
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y^2 cos*g)8g) 1 /*« eos*g)8g) 

o (aacos^^ + Ä^sina^))! ~"äVo (l-^^sinV)* 



J^ 

a^ V e 



2,6)— £(2-, c)) 
13 ^f' 



'J ^\ 



^ sin ^9 dg) 



£;(|.,e) F(f,6)-i;(~,6) 



Ferner ist 



n 
J < 



*a 85p n \^ 

a*cos*9 + 6*sin *g) 2 ' a6 ' 

DUftrenzirt man diese Gleichung nadi a und theilt alsf 
durch — - 2a, SP findet sich 



/ 



n 



COS ^9 3g) n 1 jr 1 

(o«cos«9+62sinag>)2 "" 2" " 'Wb "" T* a'6 * 

.;; DüFeren^firt man abermals nach a und dividirt durch — 4a ^ 
er^bt sich^... 



«/ 



n 

2 cos*g)og) tt 



■ 

Durch Shnliche Verfahrungsweisen ergiebt sich : 



n 



•t/o ( 



a cos^ys in^ySy jc 1 



»7 



/ 



n 
9 



sin ^yfly n 3 



istituirt man diese Werthe, so erglebt sieb für den Quadranten: 






«3«' 2« ^ . 



« 36» 
t6 a 



) 



/ 



-32 L 



-32L ab J 



i' 



Die ganze, von der fraglichen Kurve umschlossene Fläche ist 

fL~ — 55 J + '* — r~^^2''^ 



.n 



Ffir A=:=0 erbSIt mao hieraus 

«|- 3 (a< + &*) + 2 a^'~ l 
SL ad J 



(10) 



(«y) 



pWerth des von der Kurve (8) umscbiossenen Raumes. 

LI 

< Vir Bssb geht die Kurve (9) in einen Kreis vom Halbmesser 
•hiSbet. 



Theil X. 



9« 



:.i 



•: \ I 



% ■ 
\ 



*■-•'> t';| ■ »'. 



f 



" ) ■■ ••■ ! : •■••\ ; : 



i V ^* ■-. • J • ' 

Velidr einigre Sätze d^r höheren Arith- 

metxk. 

Von l . 

. Herrn Wilhelm MtisHta,^ 

; ' Lehmont^ - uandioateti zu Cassel. 

Es muss ,gewjia«rm^ jed«it. >Ffeupd€( der ^ahieniehre eine 
erfreuliche Ei:i|oKrbmmi^ sein , ■ wienn in neuerer Zeit? i|aamer niekr 
ein Band zwischen den vereinzelten Lehren der hohem Arithmetik 
und den übrigen Branchen der Mathematik geknüpft wird; umso- 
meirV, da auf viele der 1ileth€rr gehörigen Probleme ihrer Natnr 
nach insbesondere von den Annänerungsmethoden der Analysis 
gar leicht Anwendung gemacht werden! kann. In dietiisr Bef^lelimig 
haben die Forschungen des Herrn Libri (M^oires de TAeademie 
de Sciences, savans |itraKg^fi(, To}ni Vi) Vortreffliches geleistet, 
hfdem durch sie die Ltfsung der CQngruenzei| Ton beliebigen Graden 
aus einem allgemeinen Princip hergeleitet, so wiß die der vom 
1. und 2^,,,Qr^Q 4ttixb Fprn^eln gegeben :^erd>en,deniti' -Werfli 
sich in je^^m besondern Falle durch Hülfe djerAQ^lysis^ejri9ft|tteln 
lässt. Hiernach scblen 'es mir viefleJtht rfer Mühe w£i;r^,\^ie 
von Herrn Eisenstein (€relle Journal für reine un'a ange- 
wandte Mathematik. jBd. 27..pag. 281.) aufgestellten Sätze, 
von denen meines Wissens noch keine Beweise gegeben smii, 
auf die obige Auflüsungsmethode der Congruenzen zurückzuführen. 

Ich schicke die folgendea.bfikaAnten Sätze voraus. 

Ist n eine Primzahl, so sind sämmtliche Wurzeln der Gleichung 

a:»-l==0 

gegeben durch : 

cos/r l-T — IsmA: — > 

n n 

wo k alle Werthe 0, 1, 2,...,n~l durchläuft. 



i|)ildet man die Summe -^^r ^-Pofenzep diesejr Wurzeln, 8o 
wird diedelb^±£:n6dj^=0jjeDateTiAetit'^ eifc| Vielfaches ron 9t ist; 
oder nicht; d. h. mit andereii Worten, es ist: 

- UcosO — + V — li§inO — )"» + (cos, — +.V— Ism — )"»+... 

+ (cos (w— 1) — + V~ 1 siö (w ~ 1) ^)"» 

=il bder=0.. "• 

Diese ^^igei^phaXt der Wutzeln oUg^ C^leiehung hat nun 
Herr Libri zur Bßstimmurig der Wurzein der Congruenz 

q>(fc,y,%.,,)^fi (mod«) 

benutzt. ( ' ■ A 

Betrachtet man nämiicb für 



^ X die \xerthe*l,"3f, 3...o; 
y „ „ 1, 2, 3... 6; 
„ l, 2, 3...C; 
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SO hat man nach dem Vorhergeh^Mfdeo unmittelbar für die Summe 
der Wurzeln der vorgelegten Copgruenz den Ausdruck, : 

— ^(ar, y, z....).!cosO 1- V— IsinO— )5p(^»»>»— ) 

+ (cos — 4- V--I sin — ) 5P(^> »>«••• •) + .... 
+ (cos(«— 1) — + Vlli sin(w— 1) — )SP (*» ». »••••) 

1 *^ 27»/- ^ i 2« 

=— ^(ar, y, «••,.)(cos6f — -^+V^-^lsijQ6 — )5P (*>»»«••••), 

■ • 

wo sich das Summenzeichen über die für x, y, z„„ aufgestellten 
We#th«l'iiif<ii«lw die Werthe (^'aäjO'^ ii;*2..4Ä^l erstpecktji ' 

Reducirt si9b-,:4i.e;y;^gelegte. C<N9g^enz auf eine ^plf^he^ yofB 
- ersten Grade mit einer Unbekannten, deren allgemeine Form 

' ax-^'b^O (modi^)^ 

■ ■• ' ' j ■ 
' so ist die Summe ihrer Wurzeln, weq^ tnahi noch berücksichtigt» 
dass es zur Auffindung afl^ Wurzeln der Cougruenz genügt, rar 
ar die Werthe : 

1, 2, ö..,,fjt' ,\ 

ZU betrachten, und man die Potenzen^CT Sinus und Cos^nui^ in 
vielfache Bugen verwandelt, gegeben durch •' '• '^■''- ■ ' «üi.üv • . 
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— £ S X \co&6iax^b) — + V— 1 siji^(aa: + b) — J 
^'=1 6=0 ( ^ ^ 



Non ist aber : 



I x=n6=«— 1 . jLx .2jf 



2 xcoBe{ax-\-b) — 

j:= 1 W 



(n— l)slii2^(aÄ + &— i)~ + sin2d(&~Ja;^ 



26in6 — 



cos 26 f ^^ ^ Itt — co6 2e(6-a)~ 
I 2ftin6! — I 



O"-?) 



7isin6(6 — ia) — 

n , 
— ■ — ; 

28io6 — 
n 



daher ist die iSuitime der Wurzeln obiger Congruenz 



2?]^ 



l*=«6=«-.i o« i6=«-i»'»^(*-J«)- 



sin 6 
n 



sin6(6--4a) — 
»-1 . 1^=5-1 ^ n 

"'T" + 2 ^r. . ^ajc 

^=<> «in6 — 

n 



Sind aundn relative Primzahlen > so hat bekanntlieh dief Con- 
gruenz cur +6^0 (raodn) nur eine positive Wurzel, kleinei 
als n, und inan hat desshaib fiSr diese den Ausdruck 



. t«-« sin6(6-Ja)-^ 
2 ^ 6=1 • «'«^ 



sin 6 
n 



Versteht man nun unter G{Sl) die nächst kleinere ganze Zahl ab 
52, 80 woUen wirjetzt ^( 7^ ))>. woilf und iV relative Primzahlen siadi 
zu bestimmen suchen« 



101 



Ist^deir bei der Divisiao der Zahl ilf durch N bleibende Rest 
=;r, so wird G iyfj sofort bekuint seio, wenn as befcuint ist. 

Zar Bestimmung des Wertbes von jr hat man aber nur die kleinste 
Auflösung der Coogruenz 

M-x^O (modiV) 

zu sucheiii., Piese i^t aber nach der obigen Formel 



^=1 sln^ 



(~-^) 



in 



oder, da 









id4 



2 e086-Tg- = — l, 



"F 



Mcli: 



iUsdann ergibt sich: aber unmittelbar au* der €ongruenz 

M^xmO (mod N) 



(I) 






(U) 

jf— « iir 1 . 1 0=^-1 

•^iV 2 + ^F 



2Mn 



2 sind^^^pcotö^r' 



ö=i 



N 



Die Formel L stellt den^kleinsten Rest von M för den Moduks 
iV^vor und I. und II. bilden die beiden ersten am angefiihrten Orte 
aufgestellten Sätze. 

Idi läge noch folgende Bemerkung bei. 

. Sind M UB^ N relative Primzahlen und überdies N eine un- 
gerade Zdilbi, so genügt« die Summe zwischen den Grenzen 6>s=l 



IttH 



•.■•l!i''> i 
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SO bleibt das FrQ(iuc1i der. t^ßi<}^]^ jfjinetioneniiint^.jdein Sjupomei^- 
zeichen durch Einführung der negativen Vverthe von fy ungeäbdert, 
und man hat desßhalb auch für den kleinsten Rest von ^fiifden 
Mod. N den Ausdruckt \J . ^ - 

cj-^ ^-2S: sind--T^cot62y» 
und damit auch' 



«i _ 6= 






Wir wollen uns jetzt die. Aufgabe stellen' : 



*=» -1 / _ M\ j^ '• »iiV 



zu entwickeln, wobei wir wieder M und ^ iils relative Primzahlen 
voraussetzen. ; 

Zunächst ist klar, dass man för die kleinste Wurzel der Con- 
gruenz 

v.M-^x^Q (modiV),woü<iV 

nach dem Obigen erhü^ti ' ' , ' <; 

Setzt man für r nach einandler die Wertne : 

1, 2, 3U,. r; 

so wird ^an ^prch Summation' diese^ verychiejftenm J0«iTlie\ d|e 
Su&me der kleinsten, |(este erhalten; we(ehe dirft^h Uifis/oiK aer 
Zahlen M, 2M, SM„..vM durch iV hervorgehen. Bezeichnen wnr 
dii8ä«>8diijuiie:dutchii/S« tao'bt :■; nr^-.M-y. i.' -. A ! ^-.«."^i ')i(l 

DteMi'R^e etii^ll'yiiiintitli^h' Von einati^^- Vei^scliiede^, titid wenn 
i/siVu^;' elöHamiS^mge mit den Zahlen 1, ^, 3,....;lf^l;'^liWB 



ins 



t 

i*»q*lfWÄiifijihi!e,j^^ 4esri»Jb die 

üyra^ vfrM flftlraiisÄetefin;» ÜW i«i 4i« f3i«HqMN;iili]i:!JVM kJ«=l 
Dia tf — a ZU nehmen, um die Summe aller von einander ver- 
scbiedenen Reste zu erhalten, so das^ •- 



&=(iV-l) 



-H-*^;» ^ \. ^ sink a ß-^jTf^ cot k -TSf 



\\ 



a=i 



Die angez^igle Stitfimation nach a lässt sich jetzt nach dem 
Prineip der doppelten Summation ausführen ; denn es ist : 



2sin' 



N 



Ist nun M eine gerade Zahl, so ist für alle Werthe von k, 
eos Mknz=:l, u6d[ wem msät^noch bedeinkt» df^^ allgemein 



80 C|;rgibt sich : 



cosec o: = tg o -f CO t ;r , 



'.ii- 



;• ' ^sj^^ir^'^'cM^-^--^^'^ '--■' 



"3" 



. 2 cot, 
4 t=i 



- • 1* •; 



, i : 



. .../ 



Hiemach ergibt sieh aber unmittelbar . 



«Dter 



st aber ilf ein» iHifferade^'Zabl? sozerlegeh \T^r den Ausdruck 
dem Suomiflizeicben s^y^ dks^ 7 ' 



£ cobU 

.';-•^M•f•^: 



2^ cot* -^- 



cos il/Ä: ;r 



sinX: 



N 



= / cotÄ cot/cÄ~ ^-^?i?^!? 



II .V w. 






N 



N 



sink 



'IMn 



■\: : 



N 



.r+...^-?^'' CQt(2;^ .-1) ~^ icat(2A -. 1) jtf^^ cos(2A-^l)^ | 
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Unter dieser Fomi erkennt man sofort, das« der Werth des 
GesiDus im ersten Gllede der rechten Seite fifr jeden Werth von k, 
C2:4>1 wird, dagegen im iweiten Gliede =s — 1. Da nau allgemein 

•V sc 

co8ec^=^s--|- cot;r=?cot3-— cotar, 

so ergibt sich nach einer einfachen Reduction: 

£ COik-TR \ COtÄ -JÖT— ^ TiM~ 



mkk-^ 



k^^ . ... *=^-^ 



:^- ^£\ cotA^tg^+ £' cotC2A-l)Jcot(24-.l)^. 



Erwägen wir nun» dass 



cot(2Ä — 1)^= -cotf tf ) ^ 



und 



cot(2Ä - 1)^ = tg (üfiv| - (2* - 1)^) = tg(iV-(2it-l))^5, 
80 «eben wir, dass 

i* cot(2*-l)«cot(2A-l)^- ^-^^ cotA^tg*^. 



und damit: 



^^^-^cotit" (cotÄ^-^^^^i? 



sin k ' 



N 



*=^-' 



— cotil^n^ 

4 = 1 N 



=r-2 -^ cotÄ^tgA^" 



so wie: 



»=*-' 



I 

l 

.Msdann resoltirt sogleich der 3. angefahrten Orts angestellte 
Sati: 



lOS 



»= 



I$^l\ 






TV' 



_ N*—1 M N—\ J^'^X 



, .ilf« 



*8*1? 



25" (IH) 



Von den vorkergehenden Formeln köoaen n^ir jetzt Anwendung in 
der Lehre von den quadratischen Resten machen. Ist nämlicn a 
eme beliebige Zahl> p eine Primzahl, so ist *), wenn wir uns 
des Legen dreschen. Zeichens bedienen» 

(^)=(~1)'* (mod/i), 
wo ^ die Anzahl der Reste der Zahlen: 

nach dem modulus/>, welcher > Ip, bezeichnet. 

Ob a quadratischer Rest oder l^ichtrest ist, hänet bekannt- 
lich nur davod ab^ ob |c gerade oder ungerade ist> und unter die- 
ser Voraussetzm^g kann man setzen; 



f* 



=«G)+«(i)+-+«C^)«:fT«<'?»- 

Die Zahlen a und p haben aber dieselben Eigensehaften wie die 
oÜgen ÜHTund N-; lind es ist desshalb: 



k=z 












tg* 



a9S 



V. 



2n 



I 



<mi 



1 ) (g-2)p«+.C2p^a) *=y^*£.( 



Daher haben wir d(m merkwürdigen Ausdruck: 

(IV.) 

1p— 1* lSUL 
(«-2)pH(2p-«)-'^; -i^ 
6 p] 



*) CSauM, DiifsintMHM« luridimeticae, Sect. IV. 



Aus Formel III. können wir jetzt ohne grosse Mühe eid itetk* 
wAMiges Theorem herleiten, -welches^'Hehr Hrseniiiei^iD in-dem- 
sel^efl Ba^d^'pag. 232.. aufstellt. , ' ,' ■ 

Sind D0mlich p und q zwei ungerade Zahlen ohne gemein* 
schaftlichei^ tlieiler/so hanen wir. \, 

'.' ' - . ■ 



«-• ' »' „ i, 8«.! (^ »-■ ^,2; 



-••.. I ' .■■ .1. :■■ ii«i 



und hieraus durch Addition 
t=i ^ p *=i 9- 8p ^ 8flf 

^ '=» tgii*?' ^»=- tgX'^- ' 

vDle .beiden ersten"" Terme auf der rechten Seite der. Gleichung 
lassen meh nun auf folgende Weise gebdnt ' *\.^J^^ 

Daher ist: ;. ' 

.V 

E^ wt'aber hinlänglich bekannt, das6 Summationen. von der,F<fnn 
zuerst von Gauss zum Beweise des Reciprocitfits^setMs^fttr die 
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quadratischeB Reste benutzt worden sind und dass seine Unler- 
snchuDgen auf einem von dem obigen ganz verschiedenen W^e 
ergeben hab^*'^)^' ''' >■ ^' ,,. 



T 
n' 



*=1 



*=?=! 



Führen w» diesen Werttiln tinsere'letete Fbnnel ein,' sA'iergib't sich : 






I 






« • j > 




i ;: i 



.i^'i 



L^. ;;^+ e. ,,,2. 



i.=_.i(p_y)». 



Bekekhne» ' «vif ' ider Kärae'^ wegen ' .! i. 'i-^'h I i. .h mi,. 

• '1.11. i 'Hi\ I '».i *l'. i 



:'i:i' '♦v'}f»lTi*. Mi;I/ 



'»''>♦ -.» . .\ 



• • .' I I I f 






urenschaft der 



dareh 
Function 



F{Q^pi'4^^ Iftaat ,«ie)i. diese sond^rbafe E^ 
ion F {q 5 p) fnit zwei Variabeln, wo q nnap irgc 



runction i* (q^p) fnit zwei vananein, wo a^ und/? irgend zwei unge- 
f^e,,2^bkjn obpe glfemems^l^aitiicb^n Tjbeilec b^4«uteii j^ :^iHcb^\kurz 
geben dürcli: " '.* ' '^ ' * ' ' ...}<*.. 

9F(g.p)+pF(p.q)=-^l(p-q)^. 



■ Uli lii . .. ] "..».in^ ! vj^M'"' I i.jiL- 

. ^ illl.t -^ .. »IM 



0/ r'-l'i 



Von dem 

Herrn Doctor J. Dienger, 

ItetöiW ühÜr 'Mherbn B^Vgersehule zu Sin^^eim <be$ fiiidHft«!^. 



Setzt man 









(1 — cw?)(l— a6:r)(l— a6%).,.. in fhf. . , ^ ^ . , . , 






.M :i ; -:. 



. ■ . ■ « • V • 



*) Ebendaselbst. 
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SO ist 



6""2V3l* 3'12"*"6*r2«""7 •12»'*"9 '12*""' "J 

.^ri--* 1-1- V^V l/'lYj-i/^V^ 1 
+ 7 ^* 3*49 + 5 VW ~7 VW ^9 MV •J' 



Man denke sich auf einer Ebene eine Senkrechte errichtet; 
um den Fusspunkt derselben als Mittelpunkt ziehe man in der 
Ebene eine Ellipse, deren Halbaxen a, 6 seien. Man nehme nuo 
eine gerade Linie und in ihr zivei feste Endpunkte, deren Ent* 
femung c sei (d, h. konstant ist); den einen Endpunkt lasse mau 
auf der Ellipse sich bewegen, während der andere immer auf der 
Senkrechten bleibt; so ist die Gleichung der durch diese Bewe- 
gung erzeugten Oberfläche: 



n 



j=:sina:-f isin3i;i;-f-isin5;r-|- ,.,. in inf. 
für a;>0 und ^tc. 



Wenn man in allen Punkten einer Parabel Taneenten zidbt 
und vom ^iBrenapunkte auf eine jede eine Senkrechte ttät, so ) 
trifft eine jede dieser Senkrechten die zu ihr eehorige Tangente 
in einem Punkte, der in eioer geraden Linie liegt, welche die 4 
Parabel an ihrer Spitze berührt 



Wenn man in dem Dreieck ABC in der Seite AC eioeo 

1 «? 

Punkt D annimmt, so dass AD=^—AC, und in BC einen Punkt 

BC 

E, so dass BE^si — , femer die Linien AE^ BD zieht, so schnei- 

ff ^ 

den fich diese letiteni rechtwinklich , wenn 



2<C«+ÄC»=(2««-2«+l)2lBa. 



■ 
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Legt man durch einen senkrechten Zylinder mit kreisförmiger 
Basis eine Ebene schief gegen diese, so ist der Durchschnitt 
eine Ellipse. Soll nun diese Ellipse die Fläche p umschliessen^ 
so hat man die genannte schiefe Ebene so zu legen: 

Man ziehe in der Basis einen Durchmesser; an seinem einen 

Endpunkte errichte man eine Senkrechte auf die Basis, deren 

2 r 
Länge = — Vü*— r*«*, wenn r der Halbmesser der Basis Ist. 

Den Endpimkt dieser Senkrechten verbinde man mit dem andern 
Endpunkte des Durchmessers, durch den man, tn der Basis, eine 
Senkrechte auf den Durchmesser zieht. Legt maii nun durch 
diese letztere Senkrechte und durch die so eben gezogene Linie 
(nach^ dem Endpunkte der ersten Senkrechten) eme Ebene, so 
schneidet diese aen Zylinder in der verlangten Ellipse. 



Es ist immer / ■ . \^ a\3 tmendlich gross, wenn f(a:) eine 
ganze Funktion von x ist. 



Für a=l folgt daraus / | , , g ^^äV^^ ^'® bekannt. 



=iiii0=in 



Ueber die Samme ^^ ^, («ar, + «a:.)'. 

Setat.man in 
(«a?+ 6y)»-== a'a:^+ rö»'-ia:^-» % + -^^^^ 



•*... • 



Ar ff die Werthe Xi, x^,.*..Xm, so ergiebt sich durch Summirung: 

'^(ßx+bxwy= mara^ +rar''^ baf-^ Si + ^^^^^^^ar-^l^af^S^ 

+ .... + b^Sr, 
mmm man, wie gewöhnlich, 

•etzi 

Setzt man hierin abermals x=Xi, x^,..»>Xm und summirt, so 
n^ebt «ich 






'^^ Nifn:riaf'man aie'iSüm ersten öliede so« dass nfaii den' F'all 

i|BB0ii^.Mts9ohli9sat| ;ifi(!dfe|m:f)t^to ^w^ £kr1indet,0fch: .'i:. : 

IM*. iir>t'V=Mi«»ttM : • . -■. 1; - . .• ./ I. . ..I »»;•■: i I- 

+ r arb^-^ Si Är-i + mb^St — (« + 6)»- Sr . 



Aus dieser Gleichung folgt für a2=:^==l: 



r(r-l).,..Y~+l) 
Oec weite Theil hört auf mit \.- -^^ — V \^ iS^ 

■ ' 1 "0 «JL • ' • 2 



! oder 



^ 1^ — iS^r-i Sr4-i, jebacndetti r gerade oder ungerade 

1-2 ••(V) ^ ^- 

ist. 

Einen ähnlichen Satz leitet man ab für qr=p'6=t- 

Bekanntlich kann man jS^, S^i,...Sr durch die KoefBzientefl 
der Gleichung )., 



• ti . 



wenn ihre Wurzeln Xi, x^,..:^Xfn sind« ausdrücken, vermittelst 
d.er ]p;-9rf^eln :! . , . • i( :'. y li'i 

iS^ + fli 'S, +20^=0, ' - 

jSs + Ol Ä2 + Ö2»Si +303 ±=0, 

" : .1..: '.: '■ - (ki;«.l \U\'tV. 

Ist r>m« so ist ch und überhaupt alle Koeffizienten clffl-jft 
dieti>inw gleich Null zu /setzen« und «0 wird diel^tii^/^sr'migeD 



Gleichungen: •**'•' ''*"'• 
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i..- :■.... ■ \.v i -. : ■■ .\\\ ■:■■■:■ ff .'• -.: n-.i . . ■. ; .\ 

;(jr— a-i)(a:^~ar2)....(i-a?«.)=0 '^ :' = ';.^ '. ' ' 

hinausläuft 5 so sind also Oiy..;. Hm bekannt, mithin auch jS|,....j$r« 
und flfomit t^nn 4ie obige Doppelsumme berechnet, werden. 



\ 1 ■ ■ ' 



■ ■.,'. -M -■. :. . i- : ■ -, • Von-deni 



. ;•»■ 



Herrn Professor Dt. 0* Schlöinll«b ' ;' ■ •^; 

an der Universität zu Jena. 



Lftsst sich auf elementarem Wege die Richtigkeit det Gleichung 

1.1.1 

m 



T'^2fM^Jrr'^- 



worin thi, m^f»* ^HS gewiOhDlidL die BinomiaikoeC&sienten bedeu- 
ten, nachweisen? 

■■■■■■ ■ • i ..:/ 

. . lEIne dfir ibtei;essanieisiEeD..9Hrvi^Q;b$be^ 
i welche dfurch die Gleichung i ii i V 

ctiafafcferyHyj; lybd. f. $ie besteht aus vier Zweigen uüd k^mi. unfisj^ 
Uiaatftndej» gao», iniei^eiii endlichen Räume enthalten seih, uie 
Fifte^Q eipes Quadranten von ihr ist 

...:.. ■;,.: £5?a_2«-2f),fi,,«+f<t ■:,■:■■:■[ 

■ -■ ■'*i "■„■ • . ■ ' ■■. ' ; ■ * \ .1. il 

md CbiU. iq]| Cregenfalle. Man wünscht eine Disku^ffi[9JQ,;j[eo^^^^ 
Cilplcbupg iui4 iBfQgrüadung der angeführten Quadrj^^rj, .(',,.:- ,| 



-.1 



Etn^/'Cürve sef auf rechtwinkliche Goordinaten bezogeif'*)^ 
OM=Ii',' Bft^=if( im Punkte P sei an dieselbe efai^ Taqgeöte 



• ■ - 1 1 ■ 






.' *\ .I>ie,.eiiti|ii;f«hfi»dft Fiear wird man «ich sehr Mehi sell^s't ept- 
peifea«owieE. - 
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Epikureische Schule entgegen mit ihrem < atomUtischeii System, 
in «kl* AbaicAt » die 1led^utendsten in die Mv^terien übergegange- 
Mt Natarwahrheiten mit deo alltäglicbaten Dingen zu jrermeogeo 
ad me darch eine plumpe. mechanische Aufras8UDg0wei8e zu pro- 
faninn. VJnTerkennbar ist z. B. das Bestreben des Lucres, den 
seDist in ftfi^yptischen Tempeln (man lese Clandian's Idylle' auf 
da Magnet 5 eine so bedeutende Rolle spielenden Magnet herab- 
mMiefi Und feelne frundervollen Wirkungen , deren Bedeutsamkeit 
crptf wohl fablte (wie seine schonen auf die Samotbraciscbep 
dierrien Ringe sich beziehenden Verse bevveisen), anzureihen an 
Ä trivialsten Dinge. Ja, sein Hass gegen die Tyrannei der 
Hysterien ging so weit, dass er ihn, durch leidenschaftliche Vet- 
Uendang verleitet, selbst auf die damit zusammenhängende Astro- 
MBie übertrug, und im Gegensatze der chaldäischen Lehren fieber 
US afonüstischen Feuertheilchen täglich eine neue Sonne , n^d 
eiBen neuen. Mond an verschiedenen Stellen des Himmels woU)b 
xüämtnenfli essen lassen. — Auf diesem ^ die alten Mysterien be- 
Uaqpfeaden. Standpunkte verdient Entschuldigung wenisrstens die 
ii|e Geistlosigkeit des atomistischen Systems. vVas soll man aber 
dazasagen« Wenn neuere naturwissenschaftliche Schulen, wcfnn 
namentlich unsere wunderlichen Chemiker damit sogar vornehm 



Dergleielien Dinge aber will man nicht gern zur Sprache kpm- 
neo lassen 9 weil daran, mit Beziehung auf neuere Chemie, noch 
fiB viei fich&iferer Tadel der Impietät^^) gegen den Begründer 



**) I>iess- 1«^ so 'weit, dass man sellist dit OMchichle xm tntateUan 
imdit, Hinem Ansiinder allein» wie Dumas (äpt ubrigeoa als «intgei«t- 
rd^cr Brlana <taa alomis tische System 'verhöhnt) kann es cor Entachaldignng 
|irtie|ie|i. %v«tin er irregeleitet in seiner -vortrcdf liehen PJiilosophie dar 
Gkij^ie^ S« U&X. nnd 182^, in der Art sich über Richter ausdrnch.1: 
sJUchler, ein Chemiker zu Berlin, warf dadurch , dass er ausgemachte 
FiMa mit zahlreichen theoretischen Irrthümern Tcrmischte, viel Dunkel auf 
Ae Fragen , -welche TVenzcl aufzuklären begonnen hatte. Man kann d^s 
Bnptresultat ««einer Untersuchungen in wenig Worte cusammenfnssen : es 
htduselbe, -zu dem Wenzel gelangt war." -— So lange Wenzel nnd 
lichter lebten, "^ist es keinem Menschen eingefallen zu behaupten, dass 
■itsrflr nur ein« Ahnnng der Aichter sehen stöchiomelrisdien Gesetze gehabt 
Um; am -wenigsten wäre solches dem ehrlichen und gewissenhaften Wen- 
itlMlbat eingefallen. Was darüber zu sagen zur Rechtfertigung Rieht er's,. 
U schon Hess auf eine der Wahrheit getreue Weise ausgesprochen in 
>^ ganz z^weckmJIssig (mit Beziehung auf die angeführte Philosophie der 
dtnie "von .Dumas) französisch geschriebenen Abhandlung: Sur .les tra- 
Hilde J^r^niie Benjamin Richter par G. H. Hess, disconr» pro- 
MMoj k la «eance publique de l'Academio des Sciences de St. Petersboarg ie 
^ Dec. 1B40, woraus, während es sich um Ehrenrettung eines Mannes 
^ Rieh.! er handelte, doch nur iu einer einzigen deutschen Zeitsclirift, im 
Jottrn. f. prakt. Cbem. 1841. vol. 24. p. 420—438, ein Ansxpc: mitge- 
bt ist, der aicht einmal berncksiclitigt wurde Ton neuerdings bei aas 
*>Nkienenrn Ifehrbüchern der Geschichte der Chemie und Stöchiometrie, 
Vida die .-vcin Uei^i widerlegten Unwahrheiten wiederholt sind. Aber noch 
^itlii ist zur £hr.e Richter 's dem belauf ügen ,' was Hess auf eine höchst 
-s^itbare Wei^e ausgesprochen hat. Die verborgenen nnd, wie schon Wol- 
lAtton.kerTorliob, mit den älteren chemischen Analysen unrereinbareA nnd 
^er Ton uienuuiden auch nnr geahneten Wahrheiten, welche dieser bedea* 

.8* 



123 

ehrwünlige Pfaff (Bii-Sj-iS. 78.) weni^Bteos die AbbÜdafigennit*. 
diisiUie, weiche ickmiter Beschreibung der elektromagoetiiM^ea 
Beicichimagcp von diesem Piiätioinen im Jalirb. d. Cb^-und Ph. 
1896. B. 31 (d. ^. R. B. 48 ) Taf. I. Fig. 13—15. uid 1828. B. 3. 
(d. g.: IL B. 54.) Taf.' I. Fig. 4. gegeben hatte. Besonders die in 
letalerer Zeichming' fenerrt gesetsmKssig dargestellten vier Wirbel- 
drehangen scheinen auf jenen scharfsinnigen und gründlichen 
Piqraikerr 'welcher schon frflher aus diesen Erscheinungen ein be- 
sonderes Sfodinm gemacht, am gilnstigsten gewirkt zu haben, um 
ihn geneigt lu machen^ su meiner Ansicht überzutreten. Und 
gewia»« er würde die Unklare Idee von ,,galvanisch-elektri* 
sehen Strömungen als Ursache merk würdiger Bewegun- 
gen im Quecksi'iber und verschiedenen^ Flüssigkeiten'* 
gSnxlich aufgegeben haben, wenn ihm schon die vier gesetzmfis- 
«g sich drehenden Quecksilbermagnete bekannt gewesen 
wSren. woHIber erst in demselben Jahr, in welchem jener achte 
Band aes physikalischen Wörterbuches erschienen, eine Verstän- 
digung möglich gemacht wurde durch die auf Taf. 2. Fig. 8. meiner 



WM tieh auf Urgeschichte der Physik beziehr. Darom wurde auch 
kiiae Tiotix geuommen vou einer obwohl zur Yerstäudigung (wenn nicht 
Unklarheit der Darstellung auch in der Physik, wie in einigen anderen 
niaeipIiBen, zum Princip erhoben werden soll) absolut unentbehrliGhen phy- 
sikali sehen Zeichensprache, welcher man jedoch abhold zu sein 
mUmi, "weil sie an die alte symbolische Hieroglyphe erinnerte. Und das- 
selbe Prinisip stillschweigender Beseitigung wurde ausgedehnt auf alles' Niknr- 
wtiieiiwhatttiehe , was niilgciheilt ist in meiner, eben jener symbolischen 
Hftcro^l^lihik sijbh an»chli^»eaden Einleitung in die Mythologie auf 
d. StanAp*. dre'i. Maturw. :. — Dennoch mnsste dasselbe physikalische 
WÖrler^neh. der ■ a s t r o n o m 1 s ch e n Z e i ch e n s p r a ch e einen besondern Ar- 
liktl ^irUinieoL, ' ohwo^l sie mit einer mythologischen Bilderwell^ zusaUtmen- 
liiiittJ : "VVe legier ^rund war nun vorhanden , die ])hysikali8che Zei- 
d^ivikiyacheblös darum zu proscribiren , d. h. jeder Erwähnung uuwerlh 
«i'ftalWni -^^I sie gleichfalls an Mythologie erinnerr, da sie doch nnah» 
lll|glg<«oii derselben hervorzieht ans der Natur der Sache 1 Nebenbei ie& 
■y»ld«r:ii«>eh folgende Bei^erkeng. erlaubt. Jenes Prindpi des Igaorirene 
VM*d«'aMeh-AK^rfetr»»$i$en anf .meine Abhandlung fiber die Natur dLelri(|^t 
9^9WtU«|^e« -PpV^Uchle leuclilcndcn ) ^ e n p e „ welche hlos . ;rhatBachf|i 
ijwyip^wiyf filier deryp Bedeutsamkeit im hohen Grade vermehrt wird dmirel^ 
tß mu^iipn, Forlschriitj« der Physik ; — uu4 dasNslbc Sjchicksal traf dU ät^ 
■it snaammenhängcodG ältere AblLandlnn^ iibcr Welt magnetismus. Neu- 
crdiag» haben aber einem damaLs (im Jalirc 1814) unbeachtet gcbiiebenen, 
■bca in dieser AMuindlung ftOs^eMproiheiicn Satze ,)tibcr die Natur des Sa- 
tara«e^lnges'* die S.lernschnnppenschwärme, wie es scheint, allge^ 
mUim Aserk^nnang versohäfTt. Es wurde nämlich dieser Satnrnasriag aU 
«hl kalirerewegtosls'iiiir I blühender Afiterniden oder Meteormassemring 
ae^gvfaaet« Zeitgomfiss also möchte nun die Prüfiinp: der nm»tändlick im 
Jekrb. d. €1i. u. Phys. 1814. B. 10. S. 24. 28. 71. 82. und B. 12. 8. 41». 
4lft dargal4gteQ Orimde sein, welche schon -vor 82 inbren anf diese Ansicht 
4h Salnmiuringes hinlctteien. An Chladni's Schrift fiber Fenermeteore 
S. KW *" '40St. schlosa der specielle Weg der Prüfung sich. an, welcher be* 
seichaet ist in der Abhandlung über Urgeschich le der Physik (B. 87. 
d. S9&« deaeelben Joum.). Und da die magnetischen Yariationsbeobachlnn- 
fcn so grosse Ansdehnnng rings um den Erdkreis gewonnen haben : so wür- 
in. 'Wohl die damals gewünst-hien regelmässigen Sonnenbeobachtnngen in 
asgemesscner Ausdehnung sich nebenbei nun anreihen lassen. 
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Bin L in d. MyChol. mitfl^etheiUe, sür klarten Auf&Mimg der ge- 
«c»Um'98«lg«n Drehungen dieser vierQuecluillbemiatfDvteflchledh 
terdingfi uncntbebrlicbe «ymbollsche Hieroglyplie. Da düesfe ^eii- 
filehen Wlrbeldrehongen ("wie ich schon im Jahr 1826 hertorhob) 
ails das Gnmdphfinamen bei jenen so mannigfachen und teMickel- 
ten Erscheinungen, von vrelcnen es sich hier hkndelf, sa belniek- 
ten sind, und 8t5hrer's aus drei magnetisc::en Hagasinfni: kn* 
sammengesetzter elektromagnetischer Apparat in so honem Qmki 
ff^^ignet ist, auf die bequemste Weise niese vierfachen WMmI 
m schönster Ausbildung darzustellen : so will Ich die eben erfdrhate 
Zeichnune dieses Grundphänomens darum hieher seteen,^ weil ei 
sehr wenige noch zu kennen scheinen, indem nicht in einem 'dn* 
zigen Letebuche der Physik davon die Rede ist, oder «fie AbbS- 
dnng gegeben «^ird. ■ \* •. 




An diese Abbildung ^) reiht sich nun folgende elperimenteile 
Bemerkung. Denn darauf kommt es zunächst an , dass das Phä- 
nomen von experimenteller Seite gehurig bekannt werde. 

1. Ich setze voraus, dass man vollkommen gereinigtes Queck- 
silber anwende , welches zuvor noch eine Zeit lang unter verdflns- 
ter Salpetersäure gestanden. Wird nun dieses von der Salpete^ 
säure (wie gewöhnlich vermittelst eines Trichters) getrennte Queck- 
silber mit gemeinem kohlensauren Kali #bergossen, und werdei 
in diese Kalilusung die Platinpolardrähte getaucht, ohne das 
Quecksilber vorher berührt zu haben , so werden gewohiitieh (bei 
cj^fm Gebrauche der langen Drahtleitung in Stohrer's magnefto- 
cil'ektrischem Apparate) sogleich die vier Wirbel sich darstellen, 
welche man am besten sichtbar macht, indem man von eln^ 



'®) Die Abbildung erklärt sich, leicht Ton selbst. Die panktirle Linie 
bezeicluiet die Gräoze der in ganz dünner Lage aufgegossenen kohlensaurM 
Kalilösung, worein die PiatindrShte P und Q tanchen ohne dm» Qoech- 
silber zu berühren, welches bei der Eintanchung die Gestalt OIHpK^ltB aa- 
nimmt. Elcktromagnelisohen Gesetzen gemäss ist nämlich NN di« nord- 
magnetische, SS die sü'dmagnetische Quecksilber - Ober fläche, 
während an der unteren Fläche der entgegengesetzte Magneliavu 
auftritt. Daraus entslehn, indem sich das Quecksilber in eine —£ Zone 
mnno und eine •]-£ Zone mpTQfUn theilt, Tier Aich geselzmftaaig dre- 
hende Quecksilbermagnete. Die anf;edentete OxydanhSufung um p^ ial, 
ebenso, wie die Zonengrenze Hill, theila veränderlich, theils mehr oder we- 
" niger in die Augen fallend; so wie auch die Wirbel in der kohlenMnren 
KalUösung an der ^^E Zone, nach Umständen zur Seite sich halten, oder 
in die Zone hinein rücken. 
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von Erklärung des.^diuüh obige AbblldoDg dargestellten timä- 

Shinomeno (»tWao «agen .kaon»- ohne Hoffe der physikaliacbea 
leicheDaiiracbey dh h. :der symbolidchon HlerogljrphenflprBclie, wik 
durch ich in- der Mythol. a. d. Ständp. d. Naturw. & SBl; 
ebOD so kons ala klar jenes GrrnidphSnomen erlänteiie , w e l eh a t 
allerdinga in den Drehnnfj^eo det vier «fieh auabildendMi Qotdi- 
•Ubermagoete besteht. Diese vier Quecknlbemiaffneie sSU e^» 
wekhe nicht sowohl die darflber aui^gegossene Fl&i6ifffcelt aK 
sifA fortreissen, ate vielmehr die (wie naebgevriesen a.a.O.) nad 
analogem elektromagnetischen Gesetz erfolgenden gJaichartign 
Wirbeldrehungen dieser Flüssigkeit erleichtern und beordern» vad 
zwar, wie man leicht sieht, nothwendig in dem Grade fiirden, 
dass unmöglich aussen (nach Herschel's Weise) faingebaitane 
Blagnete iraend eine wahrnehmbare Modification in den Drdiui- 
gen berbeirobren können, selbst abgesehn davon, dass den vier, 
theils'mit dem Nordpol, theils mit dem Sfidpol an der Ober- 
fläche jilch drehenden, und zwar mit jedem Pole theils rechts, 
theils links sich drehenden Quecksllliermagneten, wo nicht vier, 
doch Wenigstens zwei Stahlmagnete entgegenzuhalten wKren, mm 
denkbarer Weise, eine Modification in den Drehungen hcvbeiia- 
f&hren. Ich sage „denkbarer Weise '^; denn praktisch' «namfiihr* 
bar' bliebe der Versuch schon darum, weil die so nahe g^baltenea 
entgegengesetzten Pole der Stahlitiagnete sich im höchsten CifSde 
schwächen wfirden, was nicht der Fall ist bei den imsaer idt 
neuer Kraft aufblitzenden Polen der Quecksilbermagnote^ 

Anmerkung, Zu fällfffenteise befinde ich mich in der iage^ Mer eiße 
Amiahl Exemplare des Jahrbuchs d. Chemie n. Physik für i82§**) 



'*) 'DaAselbe bildet mit dem eben bezeiclideteti Titel und ndt hasuH 
dann Reiter verseken ein für sich beslehendes Ganxo voa drei (achtKnp- 
fec^ifeln enthallend^) Bfiuden, welche nocii jetst im JierabgeMljEt«! TimIm 
preiae sechs Thaler kosten. In der Art in sich ahgeschlnsaen ertckiMNa 
dnniAls einige Jahrgänge des Journals für Ch, u. Pli. als eine Zeitaphrift 
de» im Leibnitzischen Sinne gcslifleteu Vereins znr Verbrei- 
tung von Na turkenn tniss und höherer Wahrheit. Zugleich zeugt 
jenes Journal d. Ch. n. Ph. für 1826. B. 2. S. 132—- 135. , auf welche Hodisl 
echtbare Weise sich die kaiserliche Akademie, der Wisseaachaf' 
ten zu Petersburg für jenen Verein inleressirte, indem sie beachloaay dee 
▼on Petersburg aus nach Peking von Zeit zu Zeit abgehenden theologiechaa 
Miasionen im Leibnitzischen Geiste naturwissenschaftlich gebildete lliiieir 
aozureJEhen, wie solches seit der Zeit wirklich geschah mit Oewiaa i|r 
meiuiigfaph« wissenschaftliche und andere gute Zwecke. Der erate flshritt 
ift also geachehfen zn einer wissenschaftlichen Propaganden ■ weiM 
deetzen woa Ägypten aus alle Europäischen nnd Ameriluiniachea Akade- 
mien aufrief (s. Litt. Bl. d. Hamb. Börsenh. t. 13. Mai 1840. od« 
Ailg. Anz. d. Deutsdi. vom 20. und 21. Mai 1840). Im gleichen Iieibr- 
nitzischen Geiste wnrde neuerdings eine Medical Missibnary Sooielj' 
ot Edinburgh begründet, während (nach Froriep's Notizen , A|irii iBISi 
B. -84«' 9^ 122.) diese medicinische Missionsgesellschafc in Rdi«- 
borgk den ZWeok hat,- „in Beziehung auf medicinische Mieeftoäai 
KeeetniSsse rn terbreiten, äknliehe Institutionen zu imterstülzcn ttnA ditf thae- 
logischen Missionen. mit ärztliclien . Agenton zu versorgen, soweit, die diape» 
nibeln Geldniitl^ . es Terstatten.*' In meiner Dankschrift zur Sleiilai- 
feier der UniT. Briangen findet sich einleitnngsweise ,die, wie'« 
schert, wenig bekannt gewordene NoUz, dass' die B erlin ejr V|iiTer«Uil 
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■ M kStnuH, tB9rin %uerilJeHe eden erwähnte php st Half »ehe 
Zttehentprmehe, entieickelt out der Natur der Sache, dargelegt 
mmrOa. Omä wnmimibar führte dtete Spmioltpraehe dann hin aur ge- 
aetüUlMtItai Auffiutung Jenes verwickelten, alle Arten elektra- 
mmgmeiiaeker ßreknngen In »ich vereinenden Phänomen», 
MMwa «0 eten die Hede war. Abgeeehn aier von alten in denuelben 
Jm»r§amge iSia mtlgethellten dieser Zettschrlfl elgenthOmtlcken phyat- 
timUteken Ahhamdlnngen^ M ohnehin et bekannt genug, dat» wohl Com- 
patÜeH verailer», nicht aber die Zeiuchriflen , worin die Orlginalab' 

da> Varoiöpea )anci am Grube ireiuei Bruder« idt BesrSndaag nilurwiMen- 
idanilchaT FflanztGliutcD im LeihniliUclicn Sinne geiliricicn Tareins üher- 
mtm-mBa kub«, nnd <li« VaLTarut«iiii{uä*lur in Berlin hareil aai, BeitrRga 
Bur Vcrntluang des Icleiaea Sllftangiiopitnli anKunelimen , um (pHlarhin aiu 
BatacaltDandiam anrallLen Kukäunan. (Vergl. Hiliig'a Annalcn «ic. 
r, B. 35. S. ITS — 179, wo ein i« leizi.ror BaeiahonK 
H Acicnttücli milgelhaill.) Zu Gfiltingani Ruhm 
« wirklich ein R eiaaglipr ndt um fflt Natarfor- 
utid, niicli Blninenbai:h'i Knuira genaani, mit dar 
dnag gabraciit wurde, Uehri^eiit ilnmml die grogaar- 
rt iclion aut ilrr eriten Hältle ilat vorlffen Jatuliuaderla, 
der Univaraitiil. Dann die Radclifre'i TrnTfll- 
I liod Im iwei *on der UniTaraiiili ÜTford auBEuwik- 
id lleiUunde Tertrmila jungL- Gclclirre hcalimml. Jeder 
ttrllck 300 ITd. Sieil., und iwar zehn Jahra lang, 
wonigalea« fünf Jahre in einem fremdeD Lande jen- 
rrlteni wodurtli ofFenhar die Anleifang nalurwii- 
>rianztcJiulen einf-oleilel igt. Auch «n der Uni^er. 
nd aeil dem Jnhr 1167 zwei Reiseslippndien haErändel, 
tri. jghrUch, welehe drei Jahre lniiL> liewiilii;t werilan 
iclien ■Verpflii-Mtnig , mil der U niva rai tä'l durch 
Verbindung zu bleiben, ~- Ohnehin binden meh- 
rahip* fdie üborliaupl Terglaiclibar den in Leipzig au- 
Inreu) nicht geradezu an den Aurcnlhall auf der Dni- 
aonaeh nl« Bciie*ripeudien bcunizl werden. Offenbar 
in, aucK den dcnttchcn UniTCrsiläten (nach manchen be- 
i) wieder eiiieu neuen f:citligcn Anfachwung zu g;eben 
. Heiaettlpendiea mannigfacher An. Solchea 
erer Zeil, zu deren grciislem Ruhm et geMrt, dia Ver. 
1 durch DampfichllTe nnd Eiaenliahnen mehr geriirderi 
»rieil golchea nur zu ahnen vermochl. — Da über dieie 
itande raancbcrlci zur Sprache gebracht im J ahrbnche 
laaSf namentlich auch in einem auf obeneciinnnlen Ver- 
AuLauae lu demiellien : go kann die Verthcilung *od 
I dieaea Jahrbuch* an äffenlliche Bibliotheken viaUeicki 
'eiga d:izu beilragen, mich mit gleich getinnlen Männera 
ngea, welche lieh für Wahrlicilen inlcresiircn , die ieh 
I atill.ebweipend möchte be. eiligen la.jen, 
Aa mir gcbeincn gerade in dir gcgenwürligen Zeit. 
Ma aie endlich inr Sprache kommen und zur Frfifane 
liehe ick am Schlugie meines Lehen« noch elwai beige- 
gL die ältere Abiiandlung, woran die gegenwürilge aich 
rn, für prakl, Chemie B. 31, S. 4U. Note 3.). ~ 
wovon hier die Rede ist, bieten noch ganz andere 
rlha Ge*ichtt|iunbte lich dar liei ntharer Batrachtnns 
Ton Sckaberl'a Spiegel der Natnr in der AIl- 
laiQ. Mai. No, M, nnd 100. cuaammengeglelllea 'l'hal- 
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handiunffen sich befinden , worauf jene sich betiehn. Unier diesen 
Umständen scheint es mir zweckmässig, detn gemäss, was im driiien 
Abschnitte vorliegender Abhandlung zur Sprache kam, jene eben erwäht^ 
ten Exemplare des Jahrb, d. Ch, u, Ph. als ein Geschenk %u veriheilem 
an Bibliotheken fär Gymnasien, oder Realschulen, oder naturwissen^ 
schaftliche Vereine, wie sie vorhin mit Beziehung auf das nacha/^ 
mungswerthe Beispiel der InstitutioHs Englands erwähnt wurden ^ und 
zu deren zahlreicher Entstehung auch bei uns es mir sehr lieb sein 
würde , etwas beitragen zu können. Zum Zwecke der angebotenen Fer- 
theilung von lOO-^iSO Exemplaren jenes Jahrbuchs ist es blos nötMff, 
äass die Vorsteher solcher Anstalten, welche irgendwo in unserm deut- 
schen Vater lande geneigt sind, vmi diesem Anerbieten Gebrauch %u 
machen, mir den Weg der Zusendung fn portofreien Briefen bezeichnen. 
Zugleich aber ist von der mit der Anstalt in Verbindung stehenden 
Buchhandlung eine unserer Buchhandlungen hier in Halle durch einige 
beiliegende Zeilen zu beauftragen, äass sie die Xerpackung und Ueber' 
Sendung besorgen möge. — Ein erfreuliches Zeichen der Zeit ist der 
„unter Leitung Seiner Königlichen flvheit des Kronprin- 
zen Maximilian von Baiern stehende Verein zur Verbrei- 
tung nützlicher Kenntnisse durch gemeinf assliche Schrif' 
ten'*, wodurch so eben eine neue Ausgabe von Bunge' s GrundrisS 
der Chemie (wie der Titel des Buches solches ausspricht) veranlasst 
wurde. Hoffentlich werden im Bunde mit diesem wohlthätigen Vereine 
angemessene Regenerati(meh der allen Stadtbibliotheken und andere 
auf Technologie und Naturwissenschaft sich beziehende städtische 
Sammlungen wirken, wie sie ohnehin zum Gedeihen der sogenannten 
polytechnischen Gesellschaften unentbehrlich sind. Ein neuer Aufruf 
liegt zugleich darin, wenigstens die an Gymnasien und Realschulen 
sclion vorhandenen Sammlungen zu benutzen im Geiste jener oben et' 
wähnten tächt blos das Bedarf itias der Jugend, sondern vorzugsweüe 
der Erwachsenen ins Auge fassenden Institutiöns Englands. Und in 
dieser Beziehung kann in umerm Vaierlande als Vorbild dienen det 
von den Aerzten in Frankfurt am Main begründete physikalische Ver- 
ein, von welchem vorhin (Anmerkung zu I/l. S.) die Rede war. 
Da ich stets zur Förderung solcher Zweciie in meinem engem Kreise 
zu. wirken bemüht war: so würde es mir erfreulich sein, im Geiste 
des obigen Vereitis zur Beförderung derse/ben Zwecke auf dem soeben 
bezeichneten Wege mitwirken zu können. 




^, ^...^,..w... ..^...u. ,.<^... ... .»'WB 99 ■> «« «'■a • a s»K - 

liehe Bemerkungen über Platina, Elektron und ver- ^ 
wandte Gegenstande'' sollte .sie in demselben Journal pubQ;' ^ 
vxti, oder wenigstens als Anhang zu s demselben ausgeeebeo wer ^^ 
den, als eine Beila<;e und zwar, wenn es nöthig schiene (weil !^ 
allerdings dann nic)it popujiire, vielmehr heterodoxe, seit zwaDUff. 'f : 
Jahren von jeder unbefangenen Priifung ausgeschlossene Walir>i ^ 
heiten anfs lieue zur KSprachc konimen sollten) als eine auf Koste» % 
des Verfassers zu druckende Beilage. Da solches nicht zu e«^ 'l 
reichen gewesen: so erhielt im Geiste des vorliegenden, mit bc* *C 
sonderer Rücksicht auf die Bedürfnisse der I^clirer an hoherea "^ 
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UntenkktUnstatten herausgegebenen Archivs fflr Mattteroa- 

tiic'UBd Physik' die Abhaitdluiig nicbtblos ein« ihren Inhalt 

■ehlrfm bcaeichnende Uebenchrift, sondern es wnrde auch der 

dvltt« jUlwebnitt durch einige Zasätee erweitert. Denn nun ge- 

-•— *~ ~- -'-'■ "— •■ —dere prabtüche GegenstSnde zur Spracne 

[tisch chemische, ivoranf der vierte die 

ehen Figuren Erman's (durch Nach- 

ibenden gesetzlichen Darotellung) wieder 

de, und noeh mehr der fünfte Abschnitt 

bezng, norin ein/.ig und allein praktisch 

lur Sprache kamen unter der Ueberschrilt: 

Bedentung der hydroelektrischen 

I derselbe den vorhin zur Sprache gebrach- 

inontenen anschüesst: so geht er doch zq 

lei CoDstmction elektriBcher Batterien ein, 

nger begrenzenden Ueberschrift, 

ide Abhandlung erhalten hatte, noch pas- 

tre ich, was zur frfiheren Publication be- 

äteYe auf, und reihe unter dem Titel eines 

nftssos an, dessen Publicatinn nicht ali- 



;fa die vorliegende Abhandlung schon ihre 
ten hatte; so hat sich die praktisch 
ng dessen, was ich (iber hydroelek- 

ourn. f. prakt. Chem. zu pnDJiciren an- 
ich treiter fortzusetzen beabsichtigt battf^ 
It. Durch einen ei°;cnth Um lieben' Zufall 
rsuchein Vei^essenhcit gekommen, welche 

mit Brugnatellivlber sogenannte therm- 
llt, und Brugnatelli in einer an Geh- 
. C h e m. u. P h y s. 1806. B. 2. S. 553— 583.) 
ndlnng mrtgetheilt hatte. Diese therm- 
eo Versuchen Volta's gcmSss das erste 
letallen stehende Glied am negativen Pol 
es zunächst thermoxydirtes Gold sich 

durch mehrere fehlende Glieder getrennt, 
'arzes IHanganoxyd, dem sich alsdann 
:ohle, Gold, Silber, Platin, Kupfer 
essen. Den Ausdruck „thermoryd^rt" 
eniäss einer theoretischen Ansicht von der 
»Stoffes mit Oxygen in der rauchenden Sal> 
augswerth ist besonders folgende von ihm 
: „Setzt man mit Salpetorsbuie befeuchtete 

aus, so entwickelt sie oxydirtes Stickgas 
; geacbmacklos sur(lck,^obGi sie sich vor* 

— Diesen Versuch BrugDatelli's wie« 
m Jaht 1806; und noch jetzt besitze ich 
aogenannte therm oxydirte rd. h. elektrisch 
Is oesativer Leiter mit Zink combinirt sehr 
'reund Seebeck, dem ich im Jahr 1807 ' 
t hatte, hob sie wegen ihrer vortrefflichen 
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Wirksamkeit bis zum JiAr 1822 auf, wo et sie in thennoma^ 
tischer Beziehung prüfte; und sie zeigte sich, wie er in sem« 
AbhaDdlang Aber Thermoma^etismas ner^'orhebt» unter allen tm 



ihm geprCInen Kohlenarten einzig und nilein wirksam, naamt' 
lieh mit Kupfer, Silber, Zink. Ich ßihre diess an, darnttan 
sehe, wie ausdauernd die elektrische Ladung bei dieser Kokk 
ist. Denn duss die sogenannte thermoxydirte Kohle als eine eiek- 
trisch geladene Kohle zu betrachten sei, geht daraus herw, 
dass sie auch durch positive Elektrisirung an der Vciltaisdiii 
Säule gewonnen wird. Schon Volta und Brugnatelli madrtäi 
auf ihre ausdauernde Wirksamkeit aufmerksam, währedd die hy- 
drogenirte (am negativen Pole der Säule 'erhaltene) Kohle nnr tob 
sehr kurzer Dauer ist. Daran schlössen sich nun in jenem letitefl^ 
auf die „praktische Bedeutung der hydroeleklrischen .Liadaiff'' 
sich beziehenden Abschnitte meiner Abhandlung mannigfache Be- 
trachtungen an, namentlich mit Beziehung auf Bunsen'a' Kok- 
lenbatterie und Grove's Piatinakette. Man kann aiB- 
lich, wie ich zeigte, das Experimentiren mit Bunsen's KoUea* 
batterie viel bequemer machen , besonders wo es auf den Gehraacb 
einer grossem Anzahl von Gliedern ankommt, wenn man die Kolile 
zuvor nach Brugnatelli's Weise thermoxydirt Auch auf die 
gewohnliche Voltaische Säule kann man diese Art der Ladnng 
anwenden. So genügen z. B., um die in Abschnitt FV. YorKegei- 
der Abhandlung mitgetheilten elektromagnetischen Drehungen dei 
Quecksilbers (in Ernmngelung von Stöhrer's maji^netoelektrisclies 
Apparat) sehr schön zu sehn, allein zehn Glieder einer Si^ile 
aus runden zusaminengeiüthcten Zink- und Kupfer Platten von ctwi 
5—6 Zoll im Durchmesser mit zwischengelegten in massig schwer 
feisaurem Wasser getränkten Pappen, wenn man die Zinkllächei 
Tags zuvor mit Aetzkalilauge benetzt hat , welche darauf eintrodt* 
nen mag, unmittelbar aber vor dem Anfban der Säule mit einer 
in starkes Scheidewasser getauchten Feder über die Kupferflächen 
hinstreicht, welche dadurch zugleich metallisch glänzend und elek- 
trisch geladen werden. Gewiss würde rauchende Salpetersäure 
mit Schwefelsäure gemischt (deren eigenthümlivhes Verhalten zu 
Kupfer am positiven Pole der Säule schon die Aufmerksamkeit 
erregt hat ^^)) noch kräftiger wirken, um Kupfer durch eiektrisdü 
Ladung zu aem Rang eines viel edleren Metalls zu erheben, wäh- 
rend Zink durch Befeuchtung mit Aetzkalilauge zum Rang einei 
noch unedleren Metalls in der galvanischen Kette herabgebracjit 
wird. 

2. Die Erinnerung aber an die neuen elektrochemischen Eiffea* 
Schäften, welche Brugnatelli der Kohle durch Salpeterswe 
mitgetheilt, mussten ganz besonderes Interesse gewinnen» nach- 
dem die neuen Eigenschaften bekannt wurden, welche die Bamn- 
wolle durch rauchende Salpetersäure (oder noch besser dui^h pä 
Goncentrirter Schwefelsäure gemischte rauchende SalpetersSure) 
erhält. Und so wie die thermoxydirte Kohle sich dem Ansdü 
nach nicht von gewohnlicher Kohle unterscheidet : so ist anch die 



3 3) VgL Grove'8 Bcobnchlung im Phil, Mag. Ser. III. VoL XV. 
p. 292. iibers. in Poggciidorff 's Aunalea d. Pliys. u. Chem. B. 4t« 
ß, 600. 
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11. 



I. Nooh aiD amleier praktisch eben 
kam im letztea Abscbnitte dieser ursprüaglic 
Jouroal ffir praktische Chemie D&stimi 
Sprache, , worfiber Mittheilungea noch län^ 
nicht zweckmiieeig wäre. Es handelt sich o 
tDDgen besprocheuen, eleichfalla im Grossei 
Knen^ebranch anwendbaiea Din|;en. Als ic 
AbscBDitt jener Abhandlung niederzaBchrei 
wesen, da war ib den Zeitungen lim März 
Rede »ron einem der fStaatsbehürde für die fi 
lern angebotenen Geheinmiss eines galvano 
^usses, wodurch die Kanone ohne weitere 
ihre Ausdauer bedeutend gesteigert werden 
bare Aamen von Männern waren genannt, 
der Sache aufgefordert, sich beilailig dai 
mufste mich nothwendig zu foljjender Note V< 
dige Publication in dem bezeichneten wiss< 
raenhatice nijr schon damals willkommen Rcw 
der Einleitung zur vorliegenden AbhandluD; 
die Rede, .dass bei der Bildung des festen 
jene cooatante Kette, von welcher die Gal 
unter gewissen (Im Journal für praktia 
S. 402 — 4(l8.nSher bezeichneten) Bedingungen 
gen der Magnetnadel im Multiplicator entstel 

glg zn betrachten sind von krystall-elektrisehen Ueziehungea, und 
an die in aoderD Fällen bei Krystallisationen (den schSpen ver- 
suchen ßose's gemäss) entstehenden Lichtblitze uns erinnan. 
. Diesen blitzartig eintretenden sehr lebhaften krampfartigen Zuckof 
gen bat ich wenigstens da einige Aufmerksamkeit zu ttcfae.akea "). 



**) Man liBBU den rihenaichemir* Verinc]! Iticiit (D e! 
vmnch« BMcben. Dena ob m>a gleich uioht den Zeilpiuik.t «a I 
Tcrnurg, wo dli yen Bildane feilen Cemenlknpferi ahhäB^ein ZuduofM 
•iulreten : ao wirkt doch der hochd emfaiilie (Im Journ, f. prakl. CIli B. 9L 
9. Ml. nbeebUdele) Appürat, siDoial aargeslellt, »ehr langt Zeit toit. Hb 
darf b1«o die am heilen au» melircten Gliederu (weUbc man beUabig ia M* 
Combinalloaaafaehmen oder parlicll tcliliegaen kann) beslehenda Waä.'tMk 
KeEte, Tcrbnnden mit einer ■ecnadäten Platinakeite nnd einciB empfindlich« 
Hultipiiestor , aal einem fettt Iahenden, an der Wand liefaaligtMt BiM f Mf 
riam not ruhig nnd an];''»(ärt aleheo. lassen. Des liagealdrie baslakt' ^ 
aber keineawcgei darauf, da» nicht Ton Zeit za Zeit darck AiukabaB|; •■■« 
LelluDgsdraktes an« einer tod doa QnBDkaillier<clialen (woea AatkaUuC* 
in gröaiern Korken dienen kSunen, wclclia zngloick die LulnugsdrihM M- 
hfllleu) die Krtie getiflaet verde, was vortheilhatl xa aeJn Hkeint. Es W» 
den sich dann Zncknngsperiaden anch in der Zeit einalellea, wo dl«. StaV- 
renden ins Collepani kommen, so dass uehsnbei diere nerk-Wöfdi^ta , ">* 
KryilelleleklrlcLtäi abhängigen Zockungen (Vor ndet nuch der VorlHod 
den EincelneB niil allen den verschiedsnen MudiücBtiDUFn der Gra« 
gezeigt werden können. Zu diesen HodlÜGetloacii gebärt die tehon T 
hcrrorgekobene Empfindlichkeit gegen die leigeate, anf den mit Ca 
ler Hmwachaeaea Zinkdrakl wirkende Eraclinlteiong, VMa (i^ 
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mresen; >lind bi^i det ersten wUtsenschaftlidieo 'Versammluag der 
Natorforciehet ood Aefzte Deutschlands (hier in Halle im S^t^m-. 
her 1893) suchte ich durch ^one^gang istdressante^ Probenjenefif 
mcAwihd\%fn 9' im Slanftfeldischen gevronnenen Haar- und ladeo- 
Knpferff di^ Aufinerksainkeit der Tersaninißlten Naturfdrache^ auf 
dieÄto Gregen^tand hinzulenken. Um'hierüher indem-Ton mir^dfr- 
mifls herausgegebenen Journal auch Offentiich sprechen zu: kennen, 
\M ich ^ einen theoretisch sowohl als. praktisch sehr unterrichteten 
MaAt, deA an der Bergschuie in £islelien angestellten He|T|i.<PlQ- 
mid^e, die Nebemimstände zu bezeichnen, unter welchen dieses 
kryatalKniäteh gebildete Cämentkupfer erhalten wird, da. rafan in 
Ungarn, wo man so Tiel.Cünientkupfer gewinnt, nichts von solchen 
kr^Aalllnischen, dem sogenannten Silber r und Blei-Baum ähnlichen, 
mid zwar sogleich in fester Gestalt sich ' darstellenden Gebildea 

eurt AujB der hierdutch veranlassten interessanten (im Jabfcb. 
Ch. u. Ph. 1825. B. 2. d. g. R. B. 44. S. 89—109. mit einem 
Vorworte des Herausgebers fiber Cohäsion in Abhängigkeit 
von krystallelektris.cber Anziehung '"^ abgedruckteT\) Ab- 
handlmig sah man wqhl, dass im Mansfeldischen dem C^ent- 
kopfer mehr Zeit zur Ausbildung gegönnt wird, als in Ungarn; 
was aber' ^e ■ nähern Umstünde anlangte, welche auf. willkfirliche 
Diirsteilung solches festen €ämentkupfer8 föhren konnten » so Sas- 
serte Herr PI um icke, eben weil bei den in kleinem Massstabe 
ailf nassem Wege so mannigfach veranstalteten Metallreduetionen 
BOiih'' pUht dergleichen Ibste Metallgebilde voi'gekomriifeiV. warett, 
adt Beidehnngauf Berthollet's chemische Theorie S.40Q: „da das 
Hftssenverhältniss wahrscheinlich bedeutend einwirkt, so 
mpchte ans Versuchen im Kleinen, wenn sie überhaupt ein Resul- 
tat gäben, Tvenig zu folgern sein, und im Grossen b{eibt e^ maq- 
dierlei Schwierigkeiten unterworfen, zumal da .4er Procea/a 
der Krystallbildung überhaupt noch so? sehr im Ounn 
kein lie^t, dqrch geeignete Versuche zur Gewifsh^it i^i gelan- 
gen.^ Diese Ansicht scbloss sich ganz consequent den.. allgemein 
Ölenden Prineipien an, und der oben erwähnte, auf diei läagere 
t^ Welche "man im Mansfeldischen dem Cämentkupfer 'zur Ans- 
Uidimg g^nnt, sich beziehende Nebenumstand dchieA diese An- 
älAt xn bestätigen. Da ich aber die scheinbar indifferente KOr- 
pcrtnüehnng aus der polarischen gesetzmässig abgeleitet, und 
Am dämm, sowie noch aus andern Grfinden die krystallelek- 
tiVsche Anziehung statt der allgemeinen KOrperanziehung an 
fie Spitze der Physik gestellt (s. Jahrb. d. Chem. u. Phys. 1823. 
B. 39. S. 214 — ^2S0.), auch die Austaudsveränderungen der Körper, 
weiFon ihr luftfiSrmiger, flüssiger oder fester Znstand abhängig ist. 
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**) Auch, «ine Alikanilliuig von Clement reihte iok=. •«« :Worui Cle • 
a«ttt Nechrioht giebt Toa einer Kqpferreduciion aus ediwelelMurem Kup- 
fer 6hn» Sisen. Die Aollöeung von Kupfervitriol, getrübt von unLöelich 
bariteli echweffeleaurcm Kupfer, stand längere Zeit, um eioh. zu klären, in 
elaer Kufe, welcke zur Hälfte in die Erde eingegraben war. Hier sah man 
A dem imiern Wänden , und zwar immer an der Fuge zweier Danben kleine 
Bchwimme von metallisckem Kupfer siok bilden. Die Kupfers! Ucke 
katicm aiek y wo sie an der Kufe anlagen, ao „an dem Holze abgeformt, 
daea tk&en di« Streifen eingedrnokt waren," 



4. Diesei treue €iescbichte der durch die MansfeldUiditoKiiye 
fervwdatioiien lierrargerufenen Galvanoplastik ist nun zeitgemiiM, 
dtBiif 'mall' e». anerkenne, das« hier von einem mit Conseqilens 
verMctbft'wissensohaAlichen Ziele die Rede sei/ DeulRek «tfellt 
MU'^&»', wie die im Sibne der f^eltenden Theorien durcfaaue taicbt 
Sil erwartende willkärliehe Darstellung cobärenter Metallgebilde 
aaf nafwem Wege durch Bestreboneen herbeigeführt wurde im 
Sinne einer vom Priucip der Krystallelektricität ausgehenden elek- 
traeheniiBehen Theorie. Zugleich sieht man, warum, nachdem 
iKene» Gesets cobärenter etektrochemischer Me^bildung au^p^ 
■liÄden *war, die ganse Aufmerksamkeit sich zuerst den kry^tal- 
liftisehen Metallbildung zugewandt. Und noch jetzt ietund bleibt 
in wlssenschaftlicherllinsicht, was mit krystaUiDiscben A^er- 
bftltjamen susammenhängt, die Hauptsache bei diesen galvano- 
ptaüitiseheii Bildungen, eben weil, wie Plüniicke mit Recht her- 
vorhob « der Process der Krystallbildung noch: so sehr im Dunkeln 
K^. »-^ Allerdings gelang es nicht, die Bildung der bäum- und 
strancbartigen Kupfervegetationen, oder der regelmässig ausge- 
bildeten oktaedriscnen Kupferkrystalie (S. 46. der Abhandl. Wach*s) 
in die Gewalt zu bekommen, so wenig als die wiitkilrliche Dar- 
ilellnng der schonen Granatdodekaeder von Silber (S. 60«); aber 
die Sorgfalt, welche Wach auf das Studium der Nebenbedingun- 
gen wandte, wodurch diese krystallinischen Bildungen begünstigt 
Wi^rden'**), kann nun sich belolinen, wenn es ihm gelingen soHte, 



^') Unter den „Bemerkungen iiberdie pruk tische Anwendung 
iev GnlTanoplastik" Yon W. de la Rne (aus dem Technologisie, 
Fchr. 1846. p. 212. übers, in Dingler's poWtechn. Journ. B. 99. S. 371.), 
vtidis* B«merktAngen als das Resnilat einer sehr grossen Anzahl ytm Yer- 
indwtt iMfceicluiet irerden, ist als die erste ^rorangestellt , „dass die metal- 
Wutttrtl NiedertdilSge ein sehr -verschiedenes Ansehn haben, dass sie näm- 
HihfcMireder dvtitlieh krjstallinisck, odec schwach kryslallinisch, 
kCatnerbarVtttndairtig oder schwammig sind; l-etstercs ist der Fall, 
«ns'die Battfrift sn krXftig, und ersicres, wenn sie xu sohwach im Yer- 
bUlaisi« snr angewandten Metailaufiösnu!; war." Auch an einer andern 
8lsU« trird noch anagesprochen, dass, „wenn die Stärke der Batterie im 
TarhSlial^ic xnr Concenlralion der schwefelsauren Knpfcriösuug Termin- 
Itvt ^rird, unter diesen Umstünden sich gut ausgebildete grosse 
Krystalle erzengen.'' — Es ist erfreulich zu sehn, wie denselben 
iaräk so Tiele Tersuchtf (was ausdrücklich hervorgehoben) gewonnenen Sats 
WadL iiB Jahr ld29 dargethan durch den schon vorhin erwähnten, i;anx ein- 
lichciiy aber entscheidenden Versuch/ welcher auf der Knpfertafel lu seiner 
Abhandlung Fig. 5. abgebildet ist , wo vier mit dcrseihen Kupferauf lüsung 
grffillte Gliaer durcli heberförmig gebojEcne, ^ Zoll weite Glasröhren ver- 
banden 'waren, so dass nicht durch Blase (oder andere poröse Körper), son- 
Aem bios durch die längere Leitung der Strom stufenweise geschwächt 
wmrdca TJnd dadnrch gelang es, von incohärenier bis su cohärenter, jsuerst 
■oosartiger, dann traubenartiger, und endlich, wo der Sirowi ajn 
■eiaten geschwficht vrar, krys talliniseher Metallbildung ^u. galan- 
gen, «— Und eben durch diese Verschiedenartigkeit der krystallinischen: Bil- 
doBg ickeinen bei dem Versuche, wovon in Note 36. die Rede war, diif 
kniianfilaftett Bewegnngen der Magnetnadel veranlasst au worden. Aus die- 
wa oeiichMpnnkte wird man verstehn , warum ich vorhin (Note 36.) eine 
GonUtatiXAi mehrerer Wach 'Ischen Ketten mit der leicVt xn treffenden 
YeranstnUnng empfohlen habe, dass man die einzalnen Glieder Uer Kelle 
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io Verhältnisse zu kommen» wo er (in sr^Instf^rer Lage ab seine 
gegenwärtige ist) die hierüber gemachten Erfahrungen benfitm 
und weiter verfolgen kann. Denn nun wird der ans reio wissen- 
schafUichem Interesse vorzugsweise von ihm zum Stadium ge- 
machte Hauptpunkt der Galvanoplastik auch in technischer Beziehng 
zum Hauptpunkte werden. Handelt es sich nämlich blos von & 
Zeugung oildsamer fester Metallmassen: so kommt es, wie Yorha 
schon gesagt, vopOglich auf Verkleinerung der Krystalle an* w 
dass sie wo möglich ganz unwahrnehmbar sind und die sogenaante 
amorphe Bildung hervorgerufen wird. Man muss also die Icryitil- 
liniscne Bildung eben so gut befördern als vermeiden lernen. Bei 
jener vorhin erwähnten Verzinnung der Stecknadeln weiss nu 
recht gut» dass sie auch mit Alaun ohne Weinstein ffelingt; 
aber i^e wird matt, d. h. llie krystallelektrische Kraft ffewinnt u 
Stärke, so dass krystallinisch ausgebildete Elemente vorherrschend 
zu werden anfangen, wodurch die Oberfläche ein mattes Anselw 
bekommt ^^), D^r Ueberzug eiserner Kanonen mit Kupfer wiib 



ahwecliiclnd In die Yullai«cke Coinliiiialion aufnehmen and abwechtelml 
partiell tchUeflaeu könne, nm ehen dadurch eine Yertrhiedcnartigkeit ia dir 
kryauUinitchen Bildung anxuregcu. Oefter« «ah icJU jene Zackungm kctOft- 
dert dann mit groaier Heftigkeit enislehu, wenn die mit Blase wmhnndm 
Hökre, vrnran sich an einer Stelle in concentrirter Ku|iferauflösiiiig f«^ 
tea Cämcntkupfer angescl/l halle, in eine verdünnte Ku|)fcruuflüflung i^bcf- 
gelrfv;en wurde. AJs Nelioiilicdingung iat dabei die Einselxuug eine« tnmk 
abgefcillen Zinkdrahles hvrvurxuhebvii, um die Bildung neuer krysialliai- 
acher ELemenle neben den acbon in feattr Form gebildeten so aiiaHregea, 
daaa aio damit in Coniact kommen im Eulalebungamomcnte« — » Vom Dinor- 
ithianiu« (der viellciclit durchgreifender igt als man i;ewühnlivh aimiaiml) 
scheint also die elektrische Erachcinung abxnhangcn, so iris die Licklcr- 
scheinung nHch Rose 's Beobathtuug bei Auflösung glasartigen Araenikt is 
SaUsänre entschieden vom Dimor|*hisnius abhängt. Darnm sah ich nicht 
sogleich bei dem ersten Anflug der Krjstailc, sondern erst l»€i dem Cos- 
tacl eines secnndären Anfluges mit dem primitiven die Lichlblitxe etnlrclsa. 
SciirSvescntlich kommt es aueli hier auf einen ge\¥issen Orad der Yerdüs- 
nuni* der Auflösung an. -— Man sieht den l'iiralielismus beider Eredieiiias- 
geu (der optischen und elektrisciieii) , worauf schon früher jtufmerksiua ge- 
macht wurde. Um übiigena zu zeigen, wie dergleichen scheinbnr bios 
theoreliseh interessante Dinge auch praktische , Bedeutung gewinnen köancn, 
will ich noch folgende flüchtige Bemerkung anreihen. Es hat mich, bei sioi- 
gen Versuchen überrascht, dass sehr kleine Zusätze von VVcin^oisl xur 
Knpfcrauflösung in weil höherem (irHd, als zu erwarten war, je^en ebcs 
erwähnten, von Krystallelektricitäl abhärgigcn krampfhaften Zuckungen dar 
Magnetnadel entgegenwirkten, sie wenigstens modüicirten durcJi Ahkurimg 
der momentan eintretenden Zuckungsperioden. Wenn nun, was d«:r galTsao* 
plastischen tkryslalllüldung günstig (nämlich ein gewisser Grad der Ver- 
dünnung der Kupferlösung) diese krampfhaften Zuckungen befördert, so 
könnte man umgekehrt vermuthen, dass vielleicht ganz kleine Znsätie TOa 
Weingeist )ener galvanoplastischen Krystallbildung, welche man tecKniicft 
xn vermeiden wünscht, entgegenwirken, und also in den von de Xa Rne 
angeführten Fällen, wo die kristallinische Bildung störend wirkt, der ex- 
perimentellen Vrülung 2U empfehlen sein möchten. Es frugt sich nämÜcki 
ob neben dem llaupigeaichtspunkt, der elektrischen Leitung, nicht noek 
andere Ncbongosichtspunktc zu beacliteu seien (vergl. Note 44* n. Nr. 6.)« 

4^) In krystallogcnetischcr Hinsicht hat man es also bei jeuer älleskes, 
auf Zinn sich beziehenden Galvanoplastik weiter gebracht, als bei dar 
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Zampriiigen und Unherachlendeni d«r cm 



•ea iMnwBtMBii Kflnpriiigen und Onheracblendeni d«r sernmt 
laMB 'SUcks^ eirtgiegfn , in «relefaem Zwecke iifnj|;ele^ Kim,- 
— ■•ireMmihertA-m KMprer nicht genflf^en mtllt^. Vm ^mA 

I» w«bI ■nkonmeiiy du Rvpfrr «o weich als mOcRth ni e^ 

Mm. 'Vii(( da Wack acbon tn Jahr 1829 anch äh£tn Metalle 

I Kmr« 

mt-Juk. 



vtn Metalle 
FeelB'ferter CMtalt ftalvaacrplaBtiach dareesteltt hat; eo 
*" (n^eB;- dnrch welche Otütblnatlon Tan Metallen In noch 
WHKwm-^nt rfbe der Elasticitlit analoge, dem inttmäiltanen 
MWli^Mi «nd Unhnechiendern durch die Verschledeoartlgkelt 
r'V^lirfeiF entgegenwirkende Kraft herrorgemfen werden kOnne? 
'fk''N«rt4-4(k): Aue diesem Gesichtspunkte scheint eich noch 
I tM wdtwer Kreis technischer Anwendung zu erOflhen. 



Itpa aof Kipfir licli bizishanilcB, All*, walch* üeii nii IcMIncr 1m- 
ÜtUsI l>^b*^) EMtchn in, da» üe noch ein telir BuuckerM Handwerk 
i; cb«B wall, wla da la Rna in der lOrUin (Note 43.) angerübrlaB Ab- 
illDii^ iiaivetüaht, dit Kaprcmiedarichlige bald dautlich lujarallliiiicli, 
Ü tchwaek iTyilRlliniich , hAmmerbnr, »andurlt^ oder ichwiiinintE utod, 
■ dar'Hafal", tGgl ar bat, ,.mus> mun »clicii, den hXmmirbarcH Nla- 
I^AU^ liär>rorknbTlDK*n ; bei allar Uebans null Geacbiekll^hkelt blalbt ra 
MAiaahr. achWlarli;, Ihn alne Zelt lang glelchrtfrml; tn (rhalren." — 
Mh «■Jan dit Anwendang der GaWan opIaMik Rut nnangenehva Wdu 
liktiah«Bd«( abm mit dici» KiTildlogenl« caarnnmenhlngaBda Nahanba- 
taagwi bringt er lor Siiracbe. Ea iM daber auftaltand, dai* nun aock 
J)l, .wi« bal der Bsf Zina lich beziehenden oben ertrlhnlan GalTanoplai- 
tnpfer eine CombiiiBlloo verichiedener SalzTerbindangen dea- 
indaBg 'sn hrinften *ergncht hat. Ucbrlgani hat ilck nanant- 

roxyd be'*oudar« Torlheilbafl Kcieiel (>, Elanar'a Abbandl. 
pül^ieetm. Jonrn. 1845. B. 07. S. AK.). Anf ein Mliia 
iryjtallo^n eil) eben Orientirnng macble ich In dar Nota 4S- 
■«lebe* man hei der In Note SS. «ngegelnnen.'Vcrfahrnnggwalia 
lianfWand banataen kann. Jenen kryatallalafc IrlacbaB 
Nil^faaC^'i w*leba die Bildnaf dea fetten Clmenlkapfer* begleiten, reilil 
k i>«U— ■ nrtrli r-T alektrocbemtieka u, welche de 1-a Ana mit 
^,^rt 'WoHeN arwihnlt „Eine aondcrbara Elgantehart dar galTanlaahan 
^tt bMtalit daiin, dau man de nickt mit Zinuobetf erbe abdrucken kann, 
B 4oA bal 4an,g^3IuiUcbeD geitocbenen Kn^feipLitian der Fall iir; 
iixiAt fliaa tfia* aolche Copie mit Zlnnabarfarbe, ao wird, nachdem einige 
irScka - S*<Bac1it elad, der Zinnober achwarz, und wenn man mit den 
■An r«ririhr|, an wird dag Knpfer Welw nnd ca ■chllgl aick ao ^1«! 
lacktflb«' "f fttner OberSlche nieder, du* ihr die Farbe sieht mehr an- 
Ht^ Iah glanlie, da*« die poröie nnd offene 8 tmelnr der galiani- 
«■ Copfa dl« eln>i(|« Draache der ZertelEang d» Zinnober* lit, nnd daaa 
I Raiabalt dea Kapfara dain idchl* beitragt.»' — Statt „porüie and 
laaa 8 iractnr'' wird man wltMoaduflUck lehlTrer ackrelban miaaen 
iTamlltalkcb* Sirnelvi, da de la Rue lelbii heTTorbebl: „ao awg- 
Utg ■■"■■ anck einen galveDiacben Nlederacklag ker(ocbrisg*n mag, ao ba- 
■M dock 41a Baobackinng deuelben noter dam Uikroikop, daia *«in« 
TBCMr im weaantlicban immer kcyitalliniach tat. " — Da nun dicie kryalal- 
dlAa SnncInT die ZerMtinng de* Zinnobers bewirkt : ao wird man ant 
«kboehaaiiaokam Standpunkte die Wirkung der Krrtlallelektrlcilit niekt 
inrkeanaB'v'fiBHgea, beeoBdera nachdem die IcrjiiallelakuiBchen Braekei- 
^•nbel Uldndtr ' dtaae* reilea Gümentkupteri durch die Zvefcangen der 
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Cabinetea nicht Uoa, deo aegebeDen VerhültniMeD gemiM» nit 
Studenten aen benetzen» o&r wäre es nicht so .'echi^^,' junge 
BfiitfM»: in Inden von. solchem experimentellen Eifer wie Wach 
wer*.' eis er hier seine phannaieeutisch-hainrwisfcenschftfilichen 
Stadien machte: so hätte ich leicht sosrieich auch mit Beziehung 
auf Grove's Batterie ^) eine Reihe von Versuchen vorlegen kennen. 



■ '**:) E» sei mir trlanht, die grosse Ausdehnimg dei experimoalelien 
Fddee sn.beseichiiea« Bekannilioli deutet der Aandmok kately tift.cke 
Kraft «Aiaa Wirkang au darcli Mose Gegenwart eines andern Körpers. 
U«d dies« Wirkang durch blose Gegenwart wäre streng erwiesen, wenn 
wirlJicli der Einfluss des Platins auf Knallgas kein krystallelek- 
t«i#ck«r (vgL die ins Pkilos. Magaz. and Journ. Jul. 1824b woL S4< 
ans dem Jovrn. d. Ch. n. Ph. B. 39. S. 214-«-250. nbergegimgene AMiand- 
l«Bgf sowie B. 40. S. 237. n. B. 63. S. 377.), sondero einzig und allein 
-ton der Reinkeit der Ober flicke des Platins alihängig wire, welcke 
Ittsisre Ansickt nun allgemein geltend geworden. Sie hernbt anC der im 
lilkr 1894 pablidrten sedisten Heike experimenteller UnlersncknA- 
gea von Farnday,. deren Han|»lslellcn ich den Ton ikm gebrauchten Nom- 
mn gcmiu fnack der Uebers. in Poggend. Annal. der Pkys. B. 39. 
8^ 149 IE.) •ofnkren will. Da nicht blos positiv elektrisirte Platinnplat- 
l«B-dM ILaalll^as Tnr Ycreinlgfing ditponirten, sondern „anck negativ elek- 
trialrl« willen, wiewokl nicht so kräflig<<: so kam Faraday (N.SOa) 
an( die Idee, „dass-die Wirkung nicht von der Elekirisirung derselben ab- 
bim|t, aoadem von irgend einer Struclur oder Anordnung der Thciicliea,, 
die ce während der Verknüpfung mit iler Säule erlange, die aber dem Platin 
sa allen Zeiten angehöre und sich immer wirksam zeige, sobald 
■NT deeten Ober Bücke -vollkommen rein sei. " Es wurden daker (N. 599.) 
^FlatiBplatlcn. die auf ein Gemenge rpn SauerstoiE und Wasserstoff keine 
Wirkang kalten, mit einer Lösung -von Aetzluili gekocht und daran f in 
dl« Oa^ gebracht V sie zeigten sich bisweilen recht wirksam, bisweilen aber 
lidil. in den letztem Fällen, schloss ick, war die Dnreinigkcit von der 
Art| das« sie nickt durch blose Lösekraft des Aetzkalis entfernt wurde; 
imm. -wena ick dieselben Platten mit etwas Sckmirgel und der nämlickea 
AalskalilSsnng.absckeoerte, wurden sie wirksam.** Nack N. 005 war ,«die 
TOrthaiihafftjesle Belumdlnng des Platins, ausser dessen Gebranck zum positif- 
▼Ol. 9ol ia starker SSure,^ folgende: Die Platte wurde über die Flamme, 
aiacr WeinKeistlampe gehalten, nod wenn sie keiss geworden, mit einem 
Stiele. Aeizkali gerieben;, der Ueberzng, welcken das .sokmelzende Kali 
Mf ■ deas Platin bildete ,^ wnrd« 1—2 Minuten lang in Flnss erkalten uad 
da» Platin dann znr FortschHifong des Aetzkalis 4 -••5 Minuten laug ia Waa- 
ser gahalten , abgesckweokt und etwa eina Minute lang in knisses Vitri-" 
elfii gctanckt.; aus diesem wurde es. in dpsiillirtcs Wasser gebrackt, und 
aar Eatfornang der letzten Spuren von Säure lO-^-lS Minvtca lang darin 
fslaaaen« Wenn es dann in ein Gemeng -von Sauerstoff und Wasserstoff ge-; 
braokt -ararde , begann die Vereinigung soglcick nnd sckritt rasck fort ; die 
Bfikre -wurde warm, das Platin rothglühend und der Gasruckstand entzüa*. 
dcl« siok. Diese Wirkung konnte nack Belieben wiederkolt und so das 
Mazimam der Erscheinung ohne Hülfe einer Voltalscken Bat- 
terie kerTorgebracht werden." f So weit Faraday, dessen Ver- 
sach entscheidend wäre für eine neue (von der elektriscken -verschiedene) 
sogeaannle katalytiscke Kraft, wenn wirklick durck Bekandlung mit kein- 
•em Aetzkali nnd heisscm Vitriolöl blos gereinigt und nickt zugleick elek- 
trisch geladen worden wäre, was ja selbst dem orsprnagUchen Versuche 
Oöbereiner's gcmns». schon durch die dabei angewandte Erhitzung gc- 
•chekn konnte. Entscheidend gegen die Reiuigungstheorie ist es, dass der 
'Versuch fick nickt umkehren lässl , sondern licisscs Vitriolöl , dessen 
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Nun aber schloss ich jene Abhandlung mit folgenden Worten: 

9,lch bezeichnete lediglich die Experimente , iveiche anzustellen 
w&ren, uro jfingere Männer einzuladen zur Ausführung derselben. Mei- 
nen Terewigten Freund R itt er wollte ich gleichsam redend einföhreo. 



Eiuwirknng der einer positiven Elektrisirnng gleich bedeutend , immer 
znielzt ange'wandt werden muss. Yefsnchc anderer Art zur Treitern Aufklä- 
rnni; dieser (mit den schon im Jahrb. der Chemie und Physik 1881. 'B. 03. 
S. 875 — 380. besprochenen nahe ztisammenh äugenden) Erscheinungen »lud 
zusammengestellt in einer bei der VerNammlung der NaInrrorvVher in Sti^asft- 
bürg im Jahr 1842 von mif geschriebenen Abhundlunp:. Die Bedeutsamkeit 
des Contacts der am positiven oder uep:ativen Pole sich anhäurenden (d. h. 
hydroelektrisch ncgiitiven 'oder positiven) Körper für eiekirische Laduüg 
vrurde anch dadurch dargethan, dass (iirorauf meines Wissens 'zuvor noch, 
niemand anrmerksam v^ar) eine Platinketie, durch elektrische Ladung nach 
Ritt er 's "Weise dargestellt, Im Contacte mit Knallluft sich pol arisch 
umkehrt. Zugleich vrurdc nachge^'iesen , dass Hydrogen es ist, weichet 
durch seine Wirkung auf positiv an der Yoltaischen Slule geladenes Platin 
diese Umkehrong bewirkt (zuweilen sogar unter den dort erwähnten kraimpf- 
haflen Zuckungen der Magnetnadel im Multlplicator). Ich sage „positiv an 
der Yoltaischen Sanle geladenes Platin", "^eil die Umkehmng der L»- 
dungskette durch Einwirkung des Hydrogans nicht so leicht erfolgt , wenn 
das Platin durch Erhitzung — nach der ursprünglichen "Weise DObe* 
reiner's — - positiv geladen wurde. «^ Zugleich zeigte ich, dass positiv gela- 
denes Platin auch reines Hydrogen, und negativ geladenes auch reines Ozy- 
gen in Wasser verwandle, wobei allerdings eine hydroelektrische Kette 
einwirken mag, die aber anders aufzufassen ist, als unter der Form einer 
Kette aus zwei Flüssigkeiten i^n Contact mit einem Metall. Denn diese Anf- 
fassungsweise kann nur so lange gelten, als feuchtes Platin in der z, B. 
halb mit Hydrogen erfüllten Röhre theilweise sowohl mit Hydrogen nie' 
mit Wasser in Contact ist. Jedoch die Verminderung der Knallluft durch 
positiv (oder anch negntiv) geladenes Platin dauert fort, auch wenn Platin 
ganz von Wasser bedeckt ist (wie ich diess oft geschn, da ich den interes- 
santen Faradaylsohcii Versuch sogleich zum Collegienversuche gemacht) ; vnd 
dasselbe findet statt, wenn anstatt KnalLluft reines Hydrogen oder reines 
Oxygeu angewandt wird, nur dass alsdann die Wirkung viel langsamer er- 
folgt. Wenn also anch das tom Wasser verschluckte Oxygen und H^ilro- 
gen im Contacte mit Platin sich in Wasser verwandelt: so ist die wirk- 
same elektrische Kette in den Elemcntariheilen des Platins selbst zu sneheriiy 
wie ich die Ladungscrscheinung stets aufgefasst. Das am positiven Pol' ge^ 
ladene Platin erscheint, verglichen mit der gewöhnlichen Yoltaischen Kette, 
als eine Kette, worin die positiven (dem Zink analog wirkenden) krystall- 
eleklrischcn Pole geschwächt und zum Theil ganz unterdrückt, und dafftr 
die negativen Pole um so mehr gehoben sind. Da nun wenig Zink viel 
Kupfer in Adlon setzen kann, und diese Kette viel kräftiger wirkt, ala 
wenn Zink und Kupfer deich gross sind, oder Zink die relativ grössere 
Ausdehnung hat (wie ich durch die in Briefen an Ritt er beschriebenen gal- 
vanischen Combinationeu nactia;ewiesen): so hegreift mau, vrarnm anch bei 
den Ladungsphänomenen der analoge Fall eintritt und das positiv geladene 
Platin in dem vorhin angeführten Faradayischcn Versuche stärker auf Kuall- 
Inft wirkt als negativ geladenes Platin. AVas aber die Einwirkung des ge- 
ladenen Platins auf reines Hydroscn und reine» Oxvgcn anlangt: so werden 
die von mir im Jahr 1842 darüber publicirlen Beobachtungen bestätigt durfch 
die im Jahr 1845 milgctheilten Beobachtungen von Smee (s. philos. 
Magaz. Ser. III. Vol. XXY. S. 434. übers, in Po.ggend. Annal. 1B15. 
N. 7. oder B. 65. S. 470«). Smee nämlich brachte Plalinstreifen, woran 
Platinschwamm angeschweisst war (wobei sie offenbar durch Erhitzung posi- 
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ttto er <«iA Ueziehimg- auf Mine Lsdungfligäule jetii mechen «rttrdey 
ftmiii ernochtliitei' uttB wMire. Der Vonrwurf, wdiclien iimb Ihm 
^iweht ha<y ^aee er mehr apecalatfi^en alci praktiMhen Gehit m- 
setart, trifft nicht sowohl ihn , al» seine Lebens -Verhaltnieafl!. Er 
ist'lbegrflnd«^ überhaupt In der zu wenig praktischen, blos auf Do« 



tiy geladen ; Worden) in Ql^sir^hfett, die' mit ChldrpUfin^' oder' Clil'ofgold, 
ödet Cklbr^nlladiatn, oder salpi^^ersfttirefn 'Silber erfüllt -Waren , and l^eiMi 
dnnn Hydrogen aufsteigen in die RÖhi^eA', 86 dass d^r PlMln»tr^lfeii xalr 
HiUt«^ i« HT^rosen, zur Hälfte in der Mctallösong sich befand. Nn^ sah 
er äea'^IaäiisCreiLen sieh mit einem. Ueber^kige dei redncirten MetalU be- 
decken,. WllUrernd da» Hydrogen sicK Terminderte. Er stliliesfet 
daraas, dk^ Metall svi durch Hydrogen reducirt worden« Jedoch die YetS^ 
ttiadMi^ dies' Hjdrogens ist «itt')^nedraek der Eiawitknng dessölhcn «oV 
posiliT geladenes Platin , dessen Ladung dadurch geschwächt , ja umgekehrt 
vrird, so dass es die Rolle eines unedlen Metalls spielt im Verhältnisse zu 
der in der Motalllösnng stehend(}n Hälfte, an welcher eben daher das Metall 
redacirt wird. IJm so beachtungsWerther muss aber nun die Verminderung 
dee Hfdrogens scheinen, auch wenn die MetalLnufiösung fehlt und der posi- 
IW geladene Platinstreifen blos zur einen Hälfte mit Wasser, und zur an- 
dern Haifre Mit Hydro8;en ih Beirührnng ist. Macht man das Wasser alke- 
liich, so hemmt man die Wirkung, welche begünstigt wird durch Aiisftne* 
rniig dtoseelben. -^-^ leh habe schon in jeuer vorhin erwähnten Abhandlong 
tom Jahr 1942 zugegeben, das» man .im Sinne der gewöhnlichen 'rheocie 
6i9 Sr^heii^dg erk1,S^en kauft, wenn man eben sowohl ein hydrögeuirtes 
nie ein ozydirtes Wasser annimmt. Sonach Wurde bei diesem Versacke eine 
Combinalion der Wesscrrzerle^nng und der Wassefhildnng sich uns c^leiehr- 
zeitig Tor Augen stellen. Und die Vereinigung dieses Gegensatzes kommt 
Tielleicht 5fters noch in andern Fällen tot, wo' man nicht darait denkt i In- 
dern es z. B. jc^anz naturgemäsi seheiut, eelbet ■ im- sogenannten Voltlimeter, 
wühteud Knallgas am geladenen Platin sich etttbiudet, zugleich an Watser- 
regeneration durch Comhiiiaflon eines, sei es auch relativ noch so kleinen 
Atttkeils dieses Knallgases zu denken. Auf alle Fälle ist die Sache dazu 
angelhan, uns aufzurufen zur Revision der ganzen Lehre von der V^asscr- 
zerlegnng. Denn (wollen wir es niUit ferkennen) selbst die alten berühm- 
ten auf Wasserzerlegung sich beziehenden Versuche Lavoisier's (durch 
glühendes Eisen oder schmelzendes Zink) sind in neuerer Zeit wegen der 
Aa«nialien,i welche sieh darboten, in Vergletchuug mit denen Ton der Wasser- 
kiAdong ans HydrOgen und Ox j$^en , ohwohl diese Alleinstehend nicht entschei- 
dend für die Theorie sind, zur uck8;esetEt und -vernanhlässigt worden. Und aqch 
din- g.alv allische Wasnerzerlegung zeigt einige (mit der MetaUladung 
im Sinne Ritler's aiifl^minenhnngettde) sehr beacbtungswerthe Anomalien y wo- 
von ftcko» iuL. Jahrb. d. Gh. n. Phys. 1828. B. 52. S. 234. u. 2^1. die Rede 
irar«- Daran rcilien sidi auch die A^iomalieu, welche entstehn, wenn man 
Waaserzeriegan^ einleitet in zwei durch einen Zwischendraht verbundenen 
Gläsern.: Bezeichnet man z. B. den-OzygendraUt und den Hydrogendraht 
von Pia tin, ' welrhe von der Säule ausgchn, mit und ff, und die Enden 
des die beiden Gläber verbiudemlen Platindrahies mit und A: so stehn 
elik in dem einen Glase und A, in dem andern nnd ff gegenüber, und 
wenn- 0' und o' die Voluromenge des Oxygens, ZT' und A' des Hydro*. 
g«os bezeichnen: so ist 2.(?'^A' und 2o' ^tt' ^ obwohl 2.0' ^=6* nnd 
2m0'zzzh', l'x jedem einzelnen Glase ist also die Wasserzerlegung geietz- 
whlrig, obwohl 2.0' = ff' .und 2,o'z=h' sich zeigen mag. Man kann aber die 
Oeeelz widrigkeil noch vermehren, wenn man einem dünnen Platindraht einen 
PlatiBstreifen entgegensetzt* Wollen wir die grössere Ausdehnung 
der Flädie des Plaiinsireifeus durch Einsohlieasung in Parenthese 
bezeiiduien. Dabei stellte im gemeinen Urnunonwasser in der Art eich die 
Zeriegnng dar r 
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ciren ge^tellteii EinrichtuDe unserer Universitäten. Weil man atif 
deutscnen Akademien nur oei anatomischen Theatern, nicht aber, 
(wie in Frankreich uml England) auch in chemischeu LaboratorieD 
und physikalischen Cabineten fiirhilich angestellte Präparatoren 
kennt: so war auch Ritter, |;leich den meisten deutschen Profes- 
soren der Physik und Chemie, darauf angewiesen, vorzugsweise 
im Kopfe, d. h. theoretisch zu experimentiren , während er bei 

Sraktischer Ausfährun^, isolirt stehend, gewöhnlich mit den ersten 
chritten zum Ziele sich begnügen musste/' 

Schlusx' Anmerkung. Es sei mir vergönnt, tum Schlüsse 
der Abhandlung noch einen Blick zu werfen auf die Einlethsng 
tu derselben. Es war dort sogleich auf der ersten Seite von 
dreierlei Anwendungen der fortschreitenden Naturwissenschaft 



(Ä) 

1,78 2,35 



io) ff 
0,78 2,8. 



Man siehl, wie anomal die Zerlegung in jedem Glase ist, da in den Gl4#e, 
worein der Oxygen|>ol der Sänle geleitel wurde, 1,78.2 = 3,56, also sn 
Tiel Oxygen erhalten wurde in Yerglcichung mit 23& Hydrogen. Im xwci- 
ten Glas aber, worein der Hydrogcnpoi der Säule geleitet wurde, ist zn 
wenig Ozyaen. Es ist nämlicJi 0,78.2= 1,56; also zu wenig Oxygen 
in Vergleichung mit 2,8 Hydrogen. Aber es ist 2(ö'-H?')=-^+Ä'. nimlich 
l,78-f-0,78=:2,56 Oxygeu, und 2,35 -|- 2,8 =5, 15 Hydrogen; und 2,56.8 
=5,12, was genau (bis auf 0,03) stimmt. 

Bei einem andern Versuch nicht mit combinirten Platinctroifen nn«! 
Drähten angestellt , sondern allein mil Platindrähtcn, aber Ton Terschiedencm 
Durchmesser (indem (? == 0,7'"m, >i =^ = 0,5<*u" und //=li""* im Durch- 
messer betrug), und wo in destillirtes Wasser, das mit Schwefelsäure ange- 
säuert war, die Drähte geleitet wurden, betrug 



h 
18,5 35 



H 
15 32,5. 



Auch hier ist in einem der beiden durch den Platindraht kO (von 0,1 
Durchmesser) verbundenen Gläser des Oxygens zu viel in Vergleichung miC 
dem Hydrogen (indem 2.18,5 = 37, wälirend nur 35 erhalten wurden). In 
dem andern Glas aber betrug das Oxygen zu wenig, da 2.15 = 80, wihrcnA 
32,5 Hydrogen erhalten wurde. Jedoch 2{0''{-o')'=.h''\-H' wenigstens xiamliioh 
genau; da 18,5 -f 15 = 33,5 und 35 -|- 32,5 = 67,5 ; aber 2.33,5=67. 

Grösser werden nrtlürlich die Anomalien, sobald Chlor mit Ina Spiel 
kommt , nämlich wenn Kochsalz hallende« Wasser angewandt wird. Und dn 
noch so viele andere Ncbcnriicksichten in ßclrüchtung kommen, so halle ich 
längst gcwiinscht, einen jungen Mann zu einer grössern Arbeit über diceen 
Gcsenslaud anregen zu können. Gegeowärlig theilc ich diese isolirt steheA- 
den sihon vor länger als zehn Jahren angohtcllien Versuche blos darum mit, 
weil auch andere Anomalien bei der Ucberfiihrung der Kör|tcr von eineai 
Pole zum andern zur Sprache kamen (s. die Abhandl. von Danicll and 
Miller über die Blektrolyse secnndärer Verbindungen in den PhiL Traaa- 
act. 1844 iibcrs. in Poggend. Annal. 13. 64. S. 18.) und weil bei der 
elektrischen Telegraphie die grosse Wirksamkeit der feuchten Leiter in mei- 
lenlauger Ausdehnung (durch welche momentane Uebergänge des Hydrogen« 
und Oxy ens von einem Pol zum andern, oiler momentan sich fortpfl«»- 
zende ch mische Zersetzungen erfolgen mütsten) zu neuen Untennchangeti 
über gewisse als längst entschieden betrachtete Gegenstände uns «ufrnfen. 
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setzen 9 



3)^tii=/(^i,yi,ii) = 

ist. Die Glelchungei^ dei* durcli ^en Punkt (^^tyi^i) geleeten Nor- 
male dieser Fläche sind nach äen Priqcipien der analytischen 
Geometrie i \ ' \ 



^' dui cui &«i ' ■ 



djr^ d^j 



dz. 



wo natürlich alle Differentialquotienten partielle Differentialquotien- 
ten sind. 

Ist nan die FiSche ein dreiaxiges Eilipsoid, dessen Gleichung. 



vä, so iat 



nd folglich 



•>"=©"+(f;+e)"->-' 



^ du 2a? 8ti ?y * ?!?^?? 

^^ ai"~«*' g^— 6«' az"^c»' 



Abb sind die Gleichungen der durch den Punkt (:Piy|2|) des EUiph 
Mids» fb welchen 

iitj gehenden Normale des EUipsoids: 






z — ii 



•der 



10) a«(l-J)=6»(l-^)=c«(l-i), 

oder 

a* 6* c* 

11) -(«-ar,)=~(s^-^)=-(x-2i). 

ff , 

Sind jetzt (^i^iZi), (^29a^> (^s^^) d^^ Punkte des BIHp- 
wos, und folgBch 
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so sind nach dem VorJiergehenden 

fl2 p ;S 

^3 ^3 ^ I . . 'S 

die Gleichungen der dWen Pankten efitsprechenden Normalen des 
EUipsoids. 

Wir wollen jetzt durch die dem Punkte {ociyiz^) entsprechende 
Normale und durch den Punkt {x^ 2?^ eine Ebene legen ^ und ans 
in dieser Ebene d^rch. den P.unk^ (^i^i'^i) ^P,^ ^uf der demselbcni 
entsprechenden Normale senkrecht stehende £^erade Linie gezoeen 
ä^mkwj Diß CUelduingen 4iQS«r Ebene up4 qieaeir^ger^diea Linie 
seien respective : ., ;„;. ;;, 



( . 
und 



i4)v4i^+^iaf^f)x+^Ä=q 



Weil die durch die Gleichimg 14) cjiärakterisirte Ebene durch 
die Punkte {xiyiZi) und {oc^^z^) geht^ so haben wur nach 14) die 
Gleichungen 

Mi(^-a:i)+Äi(.y~y,)+<i(2-Zi)=0, 



und 



17) ^i(a:i-a:a) + Äi(y^-ya)+Ci(zi-2a)=0. 



t» 



Weil ferner die durch die. Gleichung 14) oder durch -die Gleichung 
16) charakterisirte Ebene durch die dem Ptihkte {ooiyiZi) ent- 
sgittclieiide NeoMle 4es fiUw^oids geht, U1^ diese £ipaniii#.;also 
ganz in der in Rede stehencien Ebene liegt, so 'ef hatten , wir AtM 
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dem ersten Systeme der Gleichungeo 13) und der ersten der bei- 
den Gleichnngen I6)'Mif-der (Stelle' die Gleicbunft 



,y 



, i^^;:^+B,^4c^6. ; 



Weil aber auch die durcn die Gleichungen 15) charakteri- 
mrte gerade Lini^ ganz in der di)rch die Gleichung 14) oder 
durch die Gleichungeft' ISy chäraSt^birten fib'enej liegte so erhal- 
ten wir aus den\ Gleichungen 15) und der ersten per beiden Glei- 
chungen ]6) jüe GleicliiiD^ i' - ' ' 

19) ^.Fi+ÄA+QÄi=0. ^ 

Weil endlich di^ durch die Gleichungen 15) cbarakterisirte gerade 
inie auf der dem P^niiktfl (4riyi2^)*^t6pfechenden Normale des 
Ellipsoids senkr^ht steht , so erhalten wir naclp den Princip" 
der analytischen 'Geometrie aus dem ersten Sye^teinck der Gieicn 
gen 13) und' den GMchuhgen tö) die Gleichiirig 



Linie 



len 
un- 









a" 



r 



■\ 



«. \ 



r\ 



?<^'§>i+ft'<ä^i+&«i=»* = 



• f/^mw . 



Ans den drei'GAneAuiig^n )7)> 1^> ^^)» a4mich aus den drei 
«eichungen 

mlhen vH^W^n-'atÜ dr^i Qtlitsitä Ai A'> Q'eibAtniteii. -^n'^üHf^ 
faide mnltipliciren wir diese drei Gleichungen nach der Reihe mit 

. . , V ^«1 rrJa) <n — (» "^y«>Äi ^ . 



i ,; ■ :fi^»T-^«» 



i i' ■ • 

■d addiren ^ie ddbn ieu einander;, so erhalten wii^ nach leichter 
ieehmmg zuerst die Gleichung >* ' . 



dem ersten Systeme der Gleichungep 13) und der ersten der bei- 
den Gleichungan W) ' aUf- der (Stelle' die Gleichung 




I ■ I 



chungen 16) die GleklfiiQ^ ^ . . . 

19) ^.Fi+Ä,Gi+CiÄi=0. ^ 



Weil endlich die durch die Gleichungen 15) cbarakterisirte gerade 
der 'analytischen 'Gcpmetrie aus den ersten Syi^teina der Gleichun- 



Linie auf der dem P^iik|iQ (4riyi2i)*^tsprechenden Normale des 
Ellipsoids senkrecht steht , so erhalten wir nacl^ den Principien 
der analytischen 'Gcpmetrie aus dem ersten Syi^l ^ ^' ' 
gen 13) und' den Gleibhmigen !tö) dl« OleicfaUrig 



\ 
1 






.= «■-' «-.:! 



a« rt« 



•V. . j- 

eder S''-' «•■ •.='• ■■ ' 

Alis den drei'G|Wi^Auiig<^n J7) > 18)|> 19) > |i9mich aus den drei 
Gleichungen 

wölken vHt'VÄn'at« ai-fel GtSaiHn An B{) Ci^'eKMnhea/'itnlll^ 
Ende inaltipliciren wir diese drei Gleichungen nach der Reihe mit 

■ j- .' . 

und addiren äie ddnn m einander;, so erhaltep wit imdi leiditer 
Rechnung zuerst die GMchu«^ m **' ^ ..^^ ! 



24) 
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23) ] G,=(yx-»«)((^.)+(^)')-(*x-^)fir-(^i-^^&?' 
setzen. AlUcH ist 

- f, ^ (^1 -^a) f^+(yi -ya)|: +(*i-««) ^? •' 
und folglich 

=i(^i-^a)' + (yi-»2)'+(zi-^)'){(^)'+(g-)'+(jyi' 

also 

25) Fi' + G,» + Äi» 

Verbinden wir aber den Punkt (^iViZi) auf ganz ähnliche Art 
mit dem Punkte (^3^323)^ wie vrir denselben vorher mit toi 
Punkte (ä^2y*2^) verbunden haben ^ und bezeichnen dann die deo 
vorher durch Fi, Gi, H^ bezeichneten Grossen entsprechenden 
Grössen durch F/, Gi', /T/; so ist 



ISO 



dem ersten Systeme der Gleichongep 13) und der ersten der bei- 
den Gleichungnn W) ' mP der (Stelle' die Gleichung; 

1 

Weil aber auch die durch die GleichungeD 15) charakteri- 
sirte gerade Lioi^ gapz in der d^rch die Gleichung 14) oder 
durch die Gleichungeil^y charaCt^birten £h'enej liegte so erhal- 
ten wir aus den\ Gleichungen 15) und der ersten f^er beiden Glei- 
chungen 16) die Gleiclfiäig , . - ' I 



\ 



19) A^F^+&.GtA^(\Hi=^0. \ 




Linie 

Eilipsoids senKr^nt Stent , so ernaiten wir naci^ den frincipi 
der analytischen ^Gc(unetrie aus dem^ ersten SyfijtemcL der Gleicnun- 
gen 13) und' den Gteichiingen IS) di« Cleichürig ' 

\ 



•der 






«^ 



• t- 



\- 



?<^'3>i+|ei+^fli='0.: 



L^. 



.'*, 



Ans den drei- GAnchuiig^ 17) > iS)» 19)^ nllmich aus den drei 
Gleichungen 



I' ' .f ■:•»• •: iWuf )i-i // 



Ende iniiltipliciren wir diese drei 'Gleichungen nach der Reibe mit 



i 






r' ." 



■d addiran bie ddnn m einander;, so erhalten wi^ nach leichter 
Keebimng nerst die '<^ekhang >* ' •. 
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((f)'+t?)'+ft)='' 

SO sind nach dem Vorhergehenden 



^\ • M 



; • ir .... J 



I '. »I. . i: ■■■ 



X — a\ '_ y - 3^ _ » — «1 

£»■... &■. . 4 : 
fl« 45 ^ 

^8 3^3 ^ ' , •: 

die Gleichungen der diesen Pankten entsprechenden Normalen des 
Ellipsoids. 

Wir wollen jetzt durch die dem Punkte {xxyiz^ entsprechende 
Normale und durch den Punkt {ob^iZ*^ eine Ebene legen ^ und uns 
in dieser Ebene durch, den Punkt (^lytii) eine auf der demselben 
entsprechenden Normale senkrecht stehende £|erade Linie gezosen 
d^en;^ Diq CUeichiuitgen dieser Ebepe wpd qiesel:^gerad^Q Linie 
seien respective 



i ,-• /■ 






und ... V w 

• I 

Weil die durch die Gleichtmg 14) ^ärakterisirte Ebene darch 
die Punkte ipciyiZi) und (pCi^^z^) geht^ so haben wir nach 14) die 
Gleichungen 

und 

17) A(^i-^«)+jBi(y,-ya)+Ci(z,-Ja)=0. 

Weil ferner die durch die. Gleichung 14) od^r durch 'die Gleichung 
16) charakterisirte Ebene durch die dem Punkte {xiyiZi) ent- 
sgiMclimde NÄnMle 4es EUijpiioida geht, uf^ diese J^ionniUi^ ;also 
ganz in der In Rede stehencien Ebene liegt, so furhattefi .wir Htm 



i«i 






I V 



=iO; 



+ i ■ ■ KU 

•-•'^((^i-^Wlf4-tyi-ya)3-)' ■' 

. / I - \ ...»•;■■■.. 

oder ' V .- ■ V ' • V / 



nd man kaiiD also oifetityar 



j . . «■ » 



i(%->)9J*<,.-..)^-ta-H)j((|)'+,(iy)i';J^„_ 
tfe-j((|)%G0'5-<i'.-»4%(¥-«^'.«.i 






1 • 



«^ = - (-. --.)^+(s;. -'^^ ((ä)' +(i)^) 4-i)'f^' 

* ' ' ' • ! 

Thcil X. 11 



also 



im 

a* *• c* 



^ Vi 

und folglich nach 32) : 

COSiVi,! == 6 , 

33) < cos^l^=? ^ ^— &, 

C0SiVi,3 == --. fl. 

Nach den Principien der analytischen Geometrie ist aber 
also nach dem Obigen 






oder 



Folglich ist 

indem man das ober^ oder untere Zeichen nimmt, jenachdem z^ 
und ii gleiche oder ungleiche Vorzeichen haben, d. b. jenachdem 
die Punkte (^i^i^i) und (^i%SiJ auf einer und derselben oder auf 
entgegengesetzten Seiten der £bene der xv liegen. Nehmen wir 
also^ was offenbar verstauet ist, für (§!%&; immer denjenigen der 
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F, =(.r,-;r^((S)' +(^)')-(3r.-y.)3^-('i-^ ^t' 



setzen. A.uch ist 



24) 



-f^i<»l-'^f■+(»l-i»)fi+<■.->j)^^ 

«.= (.V.-«)J(^)'+(|5)'+(&)'1 

-?r \ (^1 -^a) ^i +(yi-ya) fci+(*i-*>) ä l ' 



«.= (..-^Kl^)'+(?)"+(0'i 

und folglich ' 

=1(^1-^2)' + (yi-^».)*+(zi-*a)«){ (^)'+(p-)*+(c»)' '' 

also 

25) Fi» + Gi» + Äi» 

Verbinden wir aber den Punkt (xiV^^x) ^"^ %9Xltl äbnliche AH 
mit dem Punkte (^3^323)5 wie wir denselben vorher mit dam 
Punkte («^2^2^ verbunden haben ^ und bezeichnen dann die das 
vorher durch Fx» ^i» ^1 bezeichneten Grössen entsprechenden 
Grössen durch /^% C^i', jET/; so ist 



163 



26) 



F.-= (-.-.)iO)'+@y+(iyi 

6.'= c*-*)i(^:)"+©"+(?)' 



{ 



-p{(^i-a^»)5+ (»i-y»)p+(*i-^) ^}. 






and 



2^ Fi'* + Gi'*+Hi" 

Aus 24) und 26) erhält man aber 

=(^.-ir«)(^x— ,)l(5y+(f^y+(^)^• 
+(,.-^(..-i.3)i0!y+(f^y+(^''' 

.^(,.-t^-^i(3y+(sy+(äyiK^-.)a 

+Cyi-y3)fi- +(*!-%) ^J 



m 



' +(*i-i^'p+('i-«t)^l 

; I ■ • . • ■ 

also, wie leicht erhellet: - "^ 

28) F,F^\+Ö,Gi\ + ÜiUi' ■■--- '■' " 

'.'■■• ,/ ■ J i 

Von dem Anfange der Coordinaten wollen wir uns letzt an die f 
Punkte . 1 

C'i»i^i)> ip^2y%^> ip^^y^H) 

des Ellipsoids respectivev^die' geraden Linien } 



\ 



R^9 R^t R^ ] . ! 



gezogen denken » und die von den Linien 



■J 



1 ■ 



I 

J * I 

1 



IfiO 



dem ersten Systeme der Gleichungen 13) und der ersten der bei- 
den Gleichungen ^) > Mif- der (Stelle' ^die ' Gleichung 

r * 

Weil aber auch die durch die Gleichungen 15) charakteri- 
sirte gerade Lioi^ g9PZ in der di^rch die Gleichung 14) oder 
durch die Gleicbuoge«' 10) chkraSt^birfen £b'ene; liegte so erhal- 
len wir aus den^ Gleichungen 15) und der ersten per beiden Glei- 
chungen 16) die Gleicfaiinj^ , . . . > ! 



19) 







Linie 
Ellipsoids 

der analytischen 'Geometrie aus dem ersten Sye|teina der Gleichun- 
gen 13) uid'den Gteichungen 15) A\% Gleichung 









•der 



■ \ 



«^ 



K • 



n'^j'i+%<sf^+^s,=^<i. 



• 'ipllLJ 



.'*. 



Aus den dreiGAScBungt^n }7)> i^, 19) » iiilmich aus den drei 
Gleichungen 



t"'.- .1 : ,i»iif .1 1 . 



wiiAen' vHt'i^n'at« dirfel Gtüsiii An ^) Q - el{Miiih«n. '^alilenf 
bde mnltipliciren wie diese drei 'Gleichungen nach der Reihe mit 

! , ' (h ~«a) Gl - (ä ^y*>Ä, .' 

j ." ' ' i 

■id addiren kie dddn «u einander;, so erhaltep m\ nach leichter 
Kcdmang raerst die GleichuBg >- ' . 



li^ 



,9 



+(yi-^3)p+(*i-^)^! 

• . ^ - ^ ■:.\ . ■ ; ■ 

■ I ■ . • ' 

■ i ' \ 

also, wie leicht erheilet: 

28) FiFi\+ G{Gi^.+ HiHi' - 

VoD dem Anfange der Coordinaten wollen wir uns jetzt an die 
Punkte 

C'^i^i^i)* (^aya^a), (a:^^^^^) 

' \ ■ . ^ 

des Ellipsoids respective\die- geraden Linien / 

Riiy R^t R^ } ^ 

'. - ■ 

^ deaken, und die von den Linien 

'II 



»1 






er • V, -.y ' v .' " V .' 



i ■ - .i .» •■ ' 






A man kann also offebbar * ' ' 

er ' - !»-■'•' j •.3) i! j' - 

Thcil X. 11 
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— j^(cosa^— cosiVj,3 cosiVi,i)j 

— -JT- (cos «3 — COS iVj,! COS i^ijj) 

^ [(sbiVm - ^siniV,^« -2 ^ (co8«8 - cos(iVi.i - iV,^))] J * 

R R9 
sin -^i'i* + ;^ • ß" (^®® ^1 ~" ^^^ -^i>2CosiV„3) 

R 

— ^(cosofa— cosiVi,3CosiVi,x) 

R 

{n 

[(sin^l,l +^siniVi,a)*-2^(cosa3---cos(iVi,i +iVi^)]^* 

ß p 

><[(sm^l,l + -^sin^l,3)»-2-^(cosc^-cos(^l,l+^l,3))]l 

oder 

43) cos Ai = 




V. 



{Äi *siniVi,i *-2Äi/?2(cosa3-cosiVi,iCosiVi,a)+Äa*sin^i>a*) 
X{Äi *siniVi,i *— 2/?^Ä3(cosa2—cosiVi,iCosiVi,3)+Ä8*siiii^i ,3*) 

Ri * sin iVi,i * + 222^3 (cos «i — cosiV^ja cos N^^) 

— Ri R^ (cos «a "^ cosiVi,3 cos iVi,i) 

^ -- /?i/?a (coscf3 ~ cos iVi,i cosiVi,a ) 

~^\l {(ÄlSin^l,l-/^asiD^i,2)»-2ÄlÄ2(cosl)^-cos(iV„l-^l,a))} 
^ Xj(ÄisiniVi,i— /23siniVi,3)* - 2Äi/?3(cosa2-cos(iVi,i -iVi,»))} 

Äj • sin iVui * + Jß, A3 (cos ofjL — cos Ni „ cos N^ ,3) 



=T 



' + /t,Ä3(C0SajL — C0SiVi,,C0SiV|,3) \ 

— RiR^{co%a^ — cosJ!Vi53COsiVi,|) > 

— Ri R^ (cos ag — cos Ni ,1 cos iV^ , a) 7 



VKÄl8in^l.l+Ä^iD^^iO''-2Äl Äa(coso^-cos(iVi,i +iVi, J) j* 
><{(ÄisiniVi,i+iB8sin2Vi,3)*-.2ÄiÄ8(cos«,-«cos(Z\ri,i+iV,,,))| 



176 

Fär Ai=909s also cos ^i=0, ist nach dem Vorhergehenden : 

44) iO = Ri * Sin iVi ,1 * + R^R^ (cos «i - cos iV, ^ cos Ni ,s) 

— ÄijKfe(cosaa — cos2Vi,3CosiV"i,i) 
— /?i/?2(cosa3— cosiVuiCosäVi^ 
oder 

45) — R2RS cos ofi + itiKa cos a^ + fii'J?2 cos 0^ . 
'=bBi»siniVi,i* — l?a^8Co6Ai,2Coei^i,3 '^ * 

+ Rl /?3 cos iVi ,x cos iVi,3 

+ RjL Ä2 cos iVi ,1 cos iVi ,2 

= /?! * — /?2 ^3 COS iVi,2 cos Ni ,3 

— ÄiCösiVi,i(-ÄiCosiVi,,i— ÄaCosiVi^— JR^cosA,,,). 

Für «i = (<2=aj=:90^ wird diese Gleichung 

: 46) Ri^&\nNi,i^=:—RiR2C08Ni,iCosNi^- 

— /?i'B3CosiVi,iCosiVi,3 • 
+ R2Rä cos iV*!^ cosiVi,3 
odtor -r i 

; 47) i?i*=. Äaß3CosiVi.,2CosiVi,3 . . . . 

'' — ÄiCOsiVi,i(/?iCOSiVi,i — jf?2C0Si^i,2 — Ä3COSiV^^). 

Besondere Relationen dieser Art würden sich aus dem ObigM 
noch mehrere ableiten lassen , wobei wir jedoch jetzt nicht länger 
verweilen wollen. ^ 

Entwickelt man 

i sin ^1^ = 1-- cos -/^tj, 

so erhält mttn als Zähler von sin^i^ die Grösse 

* Äi*JR2M^iniVi,i^diniVi,2^~(cosa3 -cos]Vi,iCOsJ^^ 
+ R2* A3* f8iniVi,2'«i«^i,3*— ■(costti-.cosiV^i^cosiVi,^)«} 
+ Ä3"'/2i;^i{-siniVi,3* siniVi,!* — (cosoj— cos A'i,3CosiVi,^)«} 

!^-p siniVi,i*(cosai — cosiVi,2CosiVi^) "| 

■ — (cosa2~cosiVi,3CosiVi,i)(cosa3— cosiyi^^qteiVi^- 
ff-ßX s^"^i'2''(cosa2-cosiVi,3CpsiVi,i) 
T — (cosofg— cos2Vi,iCosiVi^jj)(cösaj— cosiVi^coßiViJs)- 
unT sioiVi,3*(cosof3— ;cosiVi,iCosiVi^ ' 

■ — :(cos% — cosiVj^coswWi ^sXcosoa— cosiV^i »^co^iti)- 

• ' ' ' ■ 

I 

• I • - 
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Voraussetzuii^ in ^er (JUiBiehuDe 41) dai obieireZceldietfi. hn.iEwmUai 
FaUe, wo Hx und Ä' ungleiche Yorzeiehen haben ^,mw« man dft- 
ffMrä'n unter oielser Votaussetztibg iti der Gleiclhing ^jf daft unten 
Zeieheh nehuien, iind erhält daher In beiden Fäiteö, äbälfiVttHger 
- Allgemeinheit» ^ 

CÖ fc «1 — C08 ÖTaCOA «3 
COSili= ^i — p. ■ , := • 

V sin<r2 sinc^* 

' Weil nun aber keiner der beiden Winkel «r^ und o^ grSsser ^Ia 180* 
ist, also sinii^ und i^ino^ beide positiv sind« so ist 

Vsino^*siniK3^=:sincrj|^sii^:<i^, . 
und folglich ' . 

jo. . CO»«! — copdß^cose^ 
48) C0S2li= -? -jr^ » 

welches die bekannte tjrründformel dier sphä^bchefa Ttigonomeibie 
tBt> aitö welbber sich diese ganze Wissenschaft ftbteiteil liMt- 

Weitere Untersuchungen über diesen» wie es' uds sehcnnfi 
nicht uiiinteressanteti Gegenstand« behalten w^r einer' ahderöi 
Gelegenheit vor. 



Ueber eine geiottletrische Atafgrabe. 

Von dem 

Herrn Professor Dr. Anger 

' in Danzig. 



Leonhard Eulier hat in den Novis Actis di^t PWt^»- 
b«iirger Akademie, Tom. IX. 1795. pag. 132 ü. f., dte A*f- 
^ne behandelt : ' 

,,Die kleinste iBUipse zu ifinden, welche' eineni 
gegebenen Vierecke umschrieben werden kannJ' 

Er fahrt die Aufgäbe auf die Auflösung ein^r Gieithutoe vom dtitta 
Grade zurück, und macht dann eine Anwendung auf den besoi- 
dem Fall, in welchem das Viereck ein Parallelogramm {st D« 
noch einfacheren fiir das Rechteck hat «r bereits in den lActeB 
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V 

d-etseiben Akademie. ffiT das.Jalir 1780, im iien Theil«, 
^cÜftst, als ihm die Auflösung der aUgeraeinen Aufgabe nooh nicbt in 
gewünschter Einfachheit' gMunge» wac In. einer auf die ofaige Al^ 
nandlung nnmittelbar folgenden, Nova Acta 179ipag.146u.fr, 
betrachtet er dieselbe Aufgabe för das Dfeiecli. 

Fiir das Parallelogramm und Dreieck ergeben sich einige merk- 
würdige Eigenschaften der ffesuehten Ellipse. Der Zweck dieses 
Aufsatzes ist, zu zeigen,, wie dieselben ganz einfach ohne Caicul, 
durch geometrische Betrachtungen erhalten werden^ und auch noch 
andere auf demselbjen WegC) sich laicht erbalten lassen^, dass end- 
lich die Projectionslehre die allgemeine Aufgabe auf eine andere 
vom Kreise zurückzuführen gi^stattet. Dm jedoch alles hieher ge- 
hörige beisammen zu haben, werde ich die Euler'sche Auflfisung 
vdranschiekeh und darauf eine < Betrachtung über die Wiirzehi der 
cubischen Gleichung, auf welche sich das Problem redncirt, folgen 
lassen. . ' ' 

Es seien (Taf.IV.Fig. 1)A,B,C,D die vier Punkte, durch wet- 
che die Ellipse gehen soll. Euler verlängert die Seiten AB , CD, 
nimmt den Durchschnittspunkt O derselben ^um Anfangspunkte 
schiefwinkliger Coordinaten, die Gerade ABO zur Abscissen-Axe 
uAd.CDO.zur OrdioatQU^Axe an, ßfo dj^s die ^'s df^.Seiie CD 
parallel werden. Der Coordinaten- Winkel ^OC wird dujrcb ia be- 
zeichnet und OA = a , OB =b,OC=c , OD = d gesetzt , woraus 
sich ergiebt : 

AB=ö-ß^ 

CD^d'-c, 

AD^^,a^i-d^-:-%üWo9i^, 
JS/)2z=Ä2+<^-2WCos w. 

. ..." . f . .■ ...■ ., 

Da düTf^ die Funkte A, ßf, ^,P eine Ellipse geben soU, so 
Jivird diiBsielbe ducch die Gleichung 

ausgedrückt, in welcher zunächst die Grossen a urifl / dasselbe 
Zeichen haben müssen, ausserdem aber da^ Produkt derselben 
cev grüs ser sein muss als ß^, weil ay gleich ß^ und -407 JcleioieT 
als ß^, resp. eine Parabel und Hyperbel gebi^ würden. Die ße- 
«eionnung der Cioefl^cienten ist hier v^on.dßrbei EulerinerscbiedJ^» 
und auch im Folgenden so beibehalten , wodurch natüflicb. im We- 
sentlichen nichts geändert, vielleicht aber der Ueherbiiek etwas 
erleichtert wird. 

Um nun diese Gleichung dem vorliegenden Falle entsprechend 
einzurichten, setze man y=^0, wodurch dieyselbe in 

1 

>Clbergeht, w«k?be also die beiden Funkte il ond i9 'er^ben inuss, 

12* 
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in welchen die Absciseen-Axe von der krummen Linie _ 

wird; daüBr jenen :r=a» fttr diesen x^=b ist, so müssen a und t 

die Wurzeln dieser Gleichung sein. Setzen wir demnach 

so wird 

. m{a-{-b) . , 

o=uf , 0='— — ^-w^ — » {;=mao. 

Setzt man femer a:=0, so entsteht die Gleichung 

deren Wurzeln e und d sein müssen » weshalb man haben wird 

yy« + 2«^ + 1= w (y— c) iy—d) , 
wo ' . > 

Da aber auch t=^mab, so müssen die Grössen m und n so ge- 
wählt werden/ dass 

mab=^ncd 

werde 9 welches durch die Annahme 

m=cd und n=ab 
geschieht. 

Die Gleichung (1) wird demnach einer durch die vier gege- 
benen Punkte gehenden Ellipse entsprechen^ wenn man setzt: 

a=cd,y=:ab ,28=^ — cd(a+ 6), 26= — ab(c-{-d),i=abed, 

so dass^ ausser ß, alle übrisen Coefdcienten der Gleichung (1) 
bestimmt sind. Auf diese Weise bleibt also ß unbestimmt^ una 
es entstehen unzählig viele durch die vier gegebenen Punkte ge- 
hende Ellipsen, wenn ß beliebig, doch so angenommen wird, dass 
ß^-^cty werde. 

Wir wollen nun die Ordinate XY suchen (Taf. IV. Fig. 2). 
Es ist aber klar, dass im Allgemeinen jeder Abscisse zwei Ordi- 
naten XY und XY' entsprechen müssen, welche die Wurzeln 
unserer allgemeinen Gleichung sind. Die Auflösung derselben 
ergiebt : 

xr= ^^+^+vt«^^+0^"~'^y^^-V>^— yg> 

7 
Da die Punkte Ji: und Y in der durch die Punkte A,JB,CyD 



' — ^ ((*r - «2) *i — (a^i -arjj) ^) 
oder ■ V •,, • V ' ' \ ' 



n 



0, 



i . .. . ^ » 






Bod man kann also offetitiar 
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^1*1 



24) 



setzen. A.uch ist 

-ff i <«l-*^f-+(»l-i»)li+(«i-'.)^i> 

c,= (».-«)j(5i)'+(|S)'+0-)'^ 

und folglich 

V 

also 

28) Fl* + Gl* + Hl* 

Verbinden wir aber den Punkt (^iViZi) auf ganz ähnliche Art 
mit .dem Punkte (^3^323) > ^>® ^i*^ denselben vorher mit dem 
Punkte (sMf%t^ yerbunden haben ^ und bezeichnen dann die den 
Torlier dnroh Fi, Gi, JBfi bezeichneten GrOssen entsprechenden 
^h j to e n durch 7^', Gt', Hj'; so ist 



26) 
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and 



2^ Fl" + Gl* + Hl" 

An« 24) und 26) erhält man aber 

FiFi'^GiGi' + HiHi' 

=(:r,-^^(x,-x.)i(5y+(|iy+(^yr 



-(---3)9'(3y+(sy+(W''^^-'--«>s 






+ (!fi-9^)^.Hh-H)%] 



(5)' < ^•'»-^ 9 + ^-»»> ^ +(^ -^ ^ ! f (^i-^s) f a 



+ (yi-.%)|5 + (*i-is)^l 



+ (».-»i) (yi-^3) I (jy + (fi)' + (^y !' 

+Cyi-y3)fr + (*.-*.) ^l 



11* 
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ferner die drei Punkte B, O, D unter sich verwechaelt werden 
können^ so müssen sich auch die Linien OK und DH, irelelie 
resp. die Seiten BD und Bü halbiren, im Punkte 5 schneiden. 
Es ist aber bekannt» dass auf diese Weise der Schwerpunkt des 
Dreiecks bestimmt wird , so dass wir folgende merkwürdige Eigen- 
schaft erhalten,: 

»,Der Mittelpunkt der kleinsten Ellipse^ welche 
einem gegebenen Dreiecke umschrieben werden 
kann, ist der Schwerpunkt desselben*'. 

Wenn das Dreieck gleichseitig, also b=d und '(0=60^, m 
wird die Gleichung für die demselben umschriebene kl0in8te Ellipse 

x^ + ary +y* — bx — % =0 

und der Inhalt dieser kleinsten Ellipse, welche sich in einen Kreis 
verwandelt y 

Wir betrachten jetzt den Fall, in welchem das Viereck ein Pa- 
rallelogramm ist! Hier nehmen wir die Diagonalen zu Coordiosr' 
ten-Axen, und den Durchschnittspunkt derselben zum Anfangspunkte, 
welche Wahl sich auch später als zweckmässiger för die allge- 
meine Aufgabe heraussteilen wird. 

Es sei (Taf. IV^ Fiff. 4) ABCD das gegebene Parallelogramm. 
Man ziehe die Diagonalen AD^BC, welche sich in O schneiden. 
Bezeichnet man ^O durch -|- <^ und OC durch -|- 6> so ist 0/>=*-a 
und OB= — 6. Nehmen wir nun die allgemeine Gleichung der 
gesuchten Ellipse (1) wieder vor, so wird fSr v=0 

welche Gleichung die beiden Wurzeln :i:=4-a undar= — a haben 
muss. Setzt man also 

so ergiebt sich 
Für x=0 wird 

welche Gleichung die beiden Wurzeln ^=-f 6 und y= — 6 haben 
muss. 

Setzt man 

yy*+25y + {:=n(y-6)(y+6), 
so wird 

und da 

ma*=::nb^ 

sein muss, so wird man setzen können 
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Die aU^meiM' Crleiditing fftr eine dem Parallelogramme ura- 
scbriebene Ellipse wird abo folgende* «ein: 

i 

Benutzen wir nun die obige Gleichung (2), so entsteht 

deren Wurzeln 0, + a6 und — absind, wo mir die erste in Betracht 
kommen kann, da die Bedingung 

erfüllt werden muss. Bei dieser Gelegenheit bemerke ich aber, 
dass die Gleichung (2) in diesem Falle aufhört vom dritten Grade 
zu sein und sich in der That in ^ine Vqm ersten Grade verwan- 
delt. Sie ist nämlich entstanden dur(:fh Differenziation des allge-> 
meinen Ausdrucks fär den Inhalt der Ellipse in Beziehung auf ß, 
welche sich wegqn ^=0 und €=0 auf 

TTiSmco/. 



Via'b^'-'ß^) 



reducirt. ' Die Differenziation giebt für den Differenzialquotienten 
dieser Function in Beziehung auf ß 

also nur 

ß=:0. 

Die beiden andern Wurzeln -i-ab und — ab scheiden also von 
selbst aus. 

Zu ähnlichen Betrachtungen wird sich auch noch im Folgenden 
Gelegenheit bieten. 

Die Gleichung fiir die gesuchte Ellipse .ist demnach 

und der Inhalt dieser Ellipse 

nSiüCi.ab. 

Der Inhalt der Ellipse verhält sich also zu dem Inhalte des Pa- 
rallelogrammes wie m2. 

Man sieht ferner^ dass der Mittelpunkt dieser Ellipse in den 
Durchschnittspunkt O der beiden Diagonalen des Parallelogramms 
fallt, welche als cpnju^irte Durchmesser erscheinen , die sich unter 
dem Winkel o» schneiden. Daraus folgt, dass die Tangenten in 
den Punkten A und /> dem Durchmesser £C, und die Tangenten 
in B und C dem Durchmesser AD parallel sein werden, woraus 
die Construction der Ellipse sich leicht ergiebt Wenn der Winkel 
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i$.^in Kechter ist, so verwandelt »ich das Parallelegrainin in cineB 
Rhpmbus^ dessen DiagoDalen die Haupt- Axen unserer Ellipse siiil. 
Für a = b wird das Parallelogramm ein Rechteck , und man^ e^ 
hält, wenn f und ff die halben Haupt* Axen der gesuchten Ellipse 
gfindy 

^==:aSiniioV2, 
woraus di^ bekannte Eigenschaft 

fq =; a* Sin iD9 
hervorgeht 

Wir kommen jetzt zu der Betrachtung der Wurzeln der ▼«■ 
fixier aufgestellten Gleichung (2). Ich werde zeigen« dass dieüe 
eubische Gleichung , aufweiche das Problem fUhrt, im Allgemeinea 
immer drei mOghche und zwar positive Wurzeln hat, mvA ^bss 
diejenige, welche hier allein in Betracht kommt, stets die kleinste 
von allen ist, während die beiden andern Wurzeln sich auf Kegd- 
schnitte, die nicht Ellipsen sind^ bezieben. 

Zu diesem Ende setze ich 

und transformire die Gleichung (2), welche durch Substitution der 
Werthe von a, y, 5, e, f folgende wird : 



+ 4 ß 2 ^ 

in nachstehende : 



wo 



_ a+b c-j-d 

Das allgemeine Criterium, dass die eubische Gleichung 

drei mögliche Wurzeln habe, ist bekanntlich : 

>V:elclite3 .^jch fUr unsere Gleichvng ib 

1 9 (/>« + q^^mp* + 7*; + 16) l;>V--3 (p* + 7«) + 4 J 



!...($ 



(4) 



am 

verwandelt. Da nun sowohl p als g grosser als 2 sind, so wird 
man haben 

wo f=^ — T— und t« = ^ — —- positive Grössen sind; dlie'obige 
Be(fingong wird demnach er/läüt, wenn der Ausdruck: 

positiv ist. Derselbe kann aber wie folgt geschrieben werden: 
4(^-tt)*+4h«+8(f»:^t£»)+(f-Hf)(<-«)*+9*M(«-M)a+4f2«« 

woraus hervorgeht, das« diese OrSsse in der That stets positiv 
ist, also die Gleichung (4), imd daher auch die Gleichung •^) oder 
(2), immer drei mCgliiehe Wurzeln hat. Da ferner der Coefficieut 
von z in der Gleichung {4) offenbar positiv ist, so sind nach dem 
Descartes'schen Satze die Wurzeln dieser Gieichuu^ euglelioh 
alle pusitiv. 

Die Bedingung ß^^ay fordert, dass z<2 sei. Da in der 
Gleichung (4) der links stehende Theil für z=0 negativ, nämlich 
— ipf/ und für zz^i positiv, nämlich Q(p — o^) wird« so liegt eine 
Wurzel' zwischen den Grenzen jO und 2, una dja das Glied ipq 
immer ^rtVsser als 16 ist, &o können zwischen diesen Grenzen 
nicht alle drei Wurzeln enthalten sein , sondern nur eine und zwar 
die kleinste von allen, wodurch die jobige Behauptung, dass die- 
jenige Wurzel, welche für die Aufgabe allein in Betracht kommt, 
die kleinste der drei Wurzeln ist, sich bestätigt. 

Nicolaus Fussiiat in denNovis Actis dier Petersburger 
Akademie Tom XI. 1798. eine Abhandlung *) veröffentlicht, in wel- 
cher er die von £uler gegebene cubische Gleichung in Beziehung auf 
ihre Worzela untersucht, und auf eineni von dem Uer ieingescbla- 
genen sehrTemcbiedeoen Wegeebeniatts flodet, da^s dieselbe immer 
drei reelle W-nrzeln hat, voo denen eine dem vorlie^nden Pro* 
bleme entspricht, die andern beiden aber sich auf Hyperbel« be- 
ziehen. Um das Etscheinen derselben zu erklären, betrachtet er 
die in Rede stehende Aufgabe als einen besondern Fall dieser 
allgemeineil: 

„IDoter allen durch vier gegebene-Punkte gehen- 
den krummen Linien der zweiten Ordnung die- 
jenigen zu finden, bei welchen das Recnteck 
aus d«B Halb-axeti ein Kleinste« iwird''^ 

wo jedoch die Parabel w.egen ihrer unendlich grossen Axe aus- 
geschlossen ist. 

*) „ Dilucidationea super probleniate geomelrico de ellipsi minima 
per data quatuor puncta ducenda.'* 
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Anwendung der Projectionslelire auf die Au%abe: 

y^Die kleinste Ellipse zu finden, welche einem 

gegebenen Vierecke umschrieben werden 

kann/^ 

•Aufgabe. 

Zwei einajider schneidende Sehnen eines Kreises 
sind mit ihren Segmenten gegebien^ man sucht den 
Winkel» unter welchem diese Linien sich schneiden 
müssen, damit der Inhalt des durch ihre Endpunkte 
gehenden Kreises, in Beziehung auf den Inhalt des 
Vierecks, weiches durch Verbindung dieser Punkte 
entsteht, ein Kleinstes werde. _ 

Auflösung. 

Wir bezeichnen die Segmente der einen Sehne durch a und ß, 
die der andern durch v und S, wo im Aligemeinen o>/9 und y^i 
sein mag, den sesucnten Winkel durch q>, den Inhalt des ent- 
sprechenden Kreises und Vierecks resp. durch K und J, dann ist 

aß = Yd 
und t 

K _ (a-ß)^ 4- (r-^)' - 2 (f^ß) (y—^ Cos tp + iaß Sin y^ 
J^ 2(«+jS)(y+d)Sing)3 

welcher Ausdruck ein Kleinstes werden soll. Differenziirt man: 
denselben in Beziehung auf q> und setzt den ersten Differenzial- 
qnotienten gleich Null, so ergiebt sich der gesuchte Winkel aus 
folgender Crleichung: 

(I) . . . . Cosec y»{ Cos y' + ^""^^g ~ Cos y» 

— = ^ ^^'^+ 2iß~~ 

oder wenn man den Factor Cosec y* wegISsst, aus dieser: 

(II)...... Cosy'+<-^=^^Cosy« 

Im Allgemeinen kann man zwar mit diesem Factor die Gleichung 
dividiren, allein in besondem Fällen wird man durch Berficksich- 



ügmig desselben diejeDigen Warzela, vrekhe nicht zam Probletne 
gehSreD^ sogleich entfernen können. 

Als specielle Fälle betrachten wir folgende: 

Setzt man a=iy und ß=^d, in welchem Falle das Viereck eio 
Tmpez wird, dessen nicht parallele Seiten einander gleich giipc^ 
so entsteht: 

Cosecy^lCosy^ + —^Costp^—^ — ^[ß ^''^'f'+'^p ^ 

I 

=Cosec94{Cos9>2+ (5^-1) Cosg)-^^^^ (1-Cos<p)=0, 

also bleibt, da der Factor 1 — Cos 97 sich ge^en denselben t^actor 
in Sin 9)^ weghebt, nur die quadratische Gleichung 

Cos vH (^-1) C089, - ^21^=0. 
und man erhält 

Cosy= ^ — ' 

wo aber nur der erste Werth in Betracht kommen kann, da der 
andere Cos9)>— 1, also für tp einen unmöglichen Werth giebt. 

Setzt man femer 7=«), d. h. ist das Viereck ein solches/ in 
welchem eine von beiden Diagonalen durch die andere halbirt wird, 
so hat man 

Cosecy« {Cosy^ ~ ^^""^^j^? ^ Cos y )=0, 
also nur Cosy^O, d. h. 9 = 90^, da die andern beiden Wurzeln 

Cosg)z=:±V{l+l^-^l. 

also ßir tp unmögliches geben. ^ 

Wenn a=:/? und v=:d, also, da a^==yd sein muss, das Vier- 
eck ein Rechteck wira, so findet sich 

Cosec g>* • (Cos gp^ — Cos g>) = 0, 

also, ist die einzige Wurzel 

Cos 9=0 und daher 9=90^, 

welches mit dem bekannten Satze, dass das Quadrat unter allen 
einem gegebenen Kreise eingeschriebenen Vierecken deii^rössten 
Inhalt hat, übereinstimmt. 

Setzt man a = )f = und ß = i, in welchem Falle, sieb das 
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Vler^k'in ein gleichschenklige« Dreieck verümndeM, sof: ergiei»t 
sich nur die eine Wurzel 

•titia tp±t&[j9^ Vielehe/^ den Sät« enthält^ ditss unter alleii einem 
Kreise ^geschriebenen Dreiecken das gleichseitig«e den gross- 
ten Inhalt nat. 

Wir wollen jetzt, die Gleichung (II) in ßeziehung auf ihre 
Wai^zdti iintersuciien. 

S^tzt'man Costp^O, so ist derWerth des links Vom' Gleidi- 
heitszeichen stehenden Ausdrucks 

■ ■ — ^ ' 

■ • ' . ' • 

also positiv, wenn a — ß und y — 6 gleiche Zeichen haben , ne- 
gativ, wenn eine von beiden Grössen + i^nd die andere — ist; 
setzt man Cos9=±:+l, so wird derselbe : . 

also negativ. 

Fär Cosg) = — 1 geht jener Ausdruck in 



. • \ 






fib&T) ist also pesitiv, för Cos9=s-fx> wird derselbe 

+x, also positiv 

und für Cos 9 = — oc wiiid er 

— OD, also negativ, 

wesliatb eine Wurzel zwischen +1 und —1 liegt; eine zweite 
Wurzel liegt zwischen +1 und +qo und eine dritte zwischen — l 
und — 00. " Diese beiden Wurzeln geben aber Cos g> > + 1 > also 
für q> einen unmöglichen Winkel und gehören daher nicht zum 
Probleme 9 so dass nur die eine, zwischen -f 1 und —1 liegepde, 
für unsere Aufgabe in Betifieht kommt. Dieselbe ist -^ wenn a— |^ 
und 'y-— 'Ä gleiche y und — wenn sie ungleicfae Zeichen haften. In 
jenem Falle erscheint der spitze, in diesem sein dtump^ Neben* 
Winkel. 

Wenn ntan in dem gegebenen Vierecke ABCD (Taf. IV. Fig. 5.) 
die beiden einander innerhalb desselben in O sehneidenden Diago- 
nalen AQ und BD zieht und die Abschnitte AO::::ay OC^^b, 
BO=zc, ODzud setzt, wo im Allgemeinen immer o>6, c^d 
anzunehmen ist, so kann man alle Ellipsen, welche diesem Vier- 
ecke umschrieben sind, als Projectionen des Kreises K, und das 
gegebene Viereck als Projection des entsprechenden Kreis vierc^ 
■7 betrachten, wobei zugleich a als Projection von a, b als Pünuef^ 
tion von /?, c als Projection von y und d als Projection von er- 
scfceiiKtyse^'d^s 
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■ • ■■ 
i — '- • . ■ • 

ö — a\ — . . 

:B^t\thn^t man den Itth«ilt dei^ gegebeneti Viettc^M ABOI^ 
jl^fth i iitid den Inhalt einer ihm ttnksdhriebenen Ellipse dureb <£^ 
80 ist offenbar 

K E 
•' ■ ''' ' J^^l* •■ . : 

also, wenn man den Winkcfl,' lintöf Welchem die Diagonalen des 
gegebenen Vierecks einander schneiden, durch 1» bezeicbri^t, : 



II 
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!' 
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Vi 
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WO (p den Winkel bedeutet, welchen die beiden Diagonalen des- 
jenigen Kreisvierecks einschliessen , von welchem das gegebene 
Viereck die orthographische Projection ist. 

Wenn nun 

Ax^ + 2Bxy + Cy^ + 2Dx + 2% + F=0 

die Gleichung einer dem gegebenen Vie];ecke umschriebeneYi Ellipse 
ist 9 der Anfangspunkt der /schiefwinkligen Coordinaten m dem 
Durchschnittspunkte O der Diagonalen liegt, und . die Axeu 4eft 
nehiefwinkUgen Coordinatensystems in diese Diagonalen faUra^- wo- 
bei tttgleieh die Richtungen a und c als positiv, die von ö.nfiiii 
als negativ anzunehmen sind, so ergiebt sich 

A=cd, C=ab, D='-icd(a^b), E='-lab(c—d), 

F'=^r^abcdy 

während ß unbestimmt bleibt. 

Die Gleichung des Kreises K auf schiefwinklige Coordinateo 
bezosen , deren Anfangspunkt der Durchschnittspunkt der Diagona- 
len aes Kreisvierecks ist, und deren Axen in diese Diagonalen 
fall^, ist 

(|-5')* + (^-Ä)H2«-^)(i/-A)Cos9)=r«, 

wo q und h resp. die Abscisse und ^Ordinate des Mittelpunkts des 
Kreises, r seinen Radius bedeutet und q> seine obige Bedeutung 
behält. Bezeichnet man ferner die Winkel, welche jdie Diagona- 
len des Kreisvierecks mit der Projections-Ebene bilden , in welcher 
das gegebene Viereck liegt, durch ^ und X, und die Coordinaten 
des Mittelpunkts der dem gegebenen Vierecke umschriebeDen 
Ellipse durch m und n, so ist 

|=:a:Sec^, ^ = 7iiSec'^, 
7^=ySecA, Ä=wSecA; 

und man erhält: 

^=CosA«, 

Ä^-l-Cos-^CosilCosg), 

C=Cosd^y 

D= — (mCosA — n Cos 9 Cos '0') Cos -^ Cos A, 

JE= — (nCos-^ — mCos9)CosA)Cos'0CosA, 

F=m*CosX«+naCoS'^-2m«Cos^Cos;iCos9)— r«Cos^CosA« 

Demnach ist 

B^ = abcd Cos 9)*, % 

und man erhält 

B = Cos 9> yf abcd. 
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1 man kann also offetitiar 
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23) j Gi=(y.-»«)((^)+(^)')-(^i-^)fi^-(^i-'«)S 

setzen. A.uch ist 

'F.= (..^.,S(»-)-+(f5)'+(^)'i . 

-S-i(«i-»«)f-K»i-ift)|i+<'i-'J^i' 

c.= t».-».)K&)'+(s)'+(?yi 

«.= (,_,,j(a)%(|.)V(?)-j 

- J, I (^1 -a^») J-+(yi -2^a)f: +(*i-«^ J^ •' 
und folglich 

Fl' + Gl* + Hl* 

also 

25) Fi« + G,« + fli« 

Verbinden wir aber den Punkt (XiViZi) auf ganz ftbnliche A 
mit .dem Punkte (a^^H), wie wir denselben vorher mit dei 
Punkte (JMhl^ verbunden haben « und bezeichnen dann die de 
vorher dnicn F», Gi, Hi bezeichneten GrOsaen entsprechende 
CWtaMi dndi .#i', Gl', £r/; so ist 



\ . 
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r.'= (^.-.)i(:4)"+(^)-+(i)* 



\ 



-pl (^-^8)3+(yi-y«)g+(*i-«s) ^* ! 



2 

\ 



26} 



-p i (^1-^3)^ + (yi-ys) ^+ («i-^s) ^1 
-^1(^1-^») '3 +(yi-y3)^+(*i-»3)^) 



nd 



27) Fi'* + Gi'*+Hi" 

Aas 24) und 26) erhält man aber 

FiFi '^^ GiGi +Hi Hl 

= (x.-ir^ (a:. - -3) I ( Ji)' + (f^)' + (^y r 

-(^-^s oy +(!)'+ (&)'»*<-.-.)§ 

i ' +(»i-»ä)^+(*i-%)^} 

k-,^o^-^3)i(sy+(fi)V(yv 

+Cyi-y3)^+(z,-:,)^i 
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, , , : . +(yi-ys)p+(*i-«»)^€l 

■ . ^ -/ .■.^ . ■ ■• . ■ 

\; , : +(yi-ys)^+(*i-^)^i'» 

also, wie leicht erheilet: ' 

i N ■ 

28) FiFi* + GiGi\+ njli' 

+ («1— 2a)(«i— ä«)! 






Von dem Anfange der Coordinaten wollen wir uns jetzt an dte 
Punkte 

(nyih)' (^2ya22>> (^säs^s) 

des EUipsoids respective\ die geraden Linien / * " 

gezogen denken^ und die von den Linien 
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setxen, 

3). Ui==f(xi,yi,zj) = 

ist. Die 61elcbimgei( de^ durcfi Jen Punkt (ari^iZi) geleeten Nor- 
male dieser Fläche sind nach den Priqcipien der anidytischen 
Geometrie -. \ ' \ 

wo natfirlich alle DifferentialquoticDten partielle Differentialqaotien- 
tei sind. 

Ist DUD die FlSche ein dreiaxiges Ellipsoid, dessen Gleichang. 



ist^ so ist 



■ I L ■ ■ « 



"»•=(D'-(0"+G)'--' 



nd folgOch 



^^ dx~ä*' 5^~6«' &— i»" 

ib sind die Gleichungen der durch den Punkt (:Piy|Z|) des EUip- 
mUs« Ör welchen 

ist« gehenden Normale des Ellipsoids: 

5l & i 

a« 6« c« 



•der 



10) ««(l-J)=6«(l-f^)=i!«(l--), 



oder 



a* 6> c^ 

Sind jetzt (xi^iZi), (xjy^, (^9^H) ^^^^ Punkte des EUip* 
Mtds, and folglich 



) 
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»itr-Viü-Vaii- iV(234)JV(124) ' 
«it—niit-ViSi- iV(l23)iV(234) ' 
«»—%&-%&— iV(134)iV(124) ' 

«fM— %&-«/4fe— iV(123) iV(134) ' 

' > '■ 6(j?,-; gi)r«.P . 

«»4 --•»?3&- »?45 - l^(i2ä;iV(124) ' 

und deshalb 

«23 + «34 + «4*—— iV'(123)iV(124)iV(134) ' 

36r^J» .a:g 

«14 + «43 + «31 = + 2V(l-23) iV(234) iV(124) ' - 

«i2 + «24+«4i = — iV(E3) iV(134) iV(234) ' 

«13 + c^2 + «21 =+ iV(124)iV(134)iV(234)' 
und hiernach: 

|^l(ö28+«34+04a)+^2(öl4+fl43+fl3i) + ^s(öia+Oa4+fl4l)| 
ß TT— *VW.6 D2 - + ^4(<^13+«32+<^2l) 

oii-üor .i- . ^^j23) iV(124) iV(134) iV(234) 

21&r^P^ , 

- iV(123) iV(124) iV(l34) iVC234)' 

Bedeuten nun noch Pj, P2, P3, P4 die Rauminhalte der Te- 
traeder , welche durch den Mittelpunkt der Kugel und durch je drei 
der Eckpunkte des ersten Tetraeders gebildet werden, so dass also 

iV(123) = 6P4, J[V(124)=6P3. iV(134)=6P2, iV(234) = 6Pi 

ist, so kann man obige Relation so darstellen: 



^6/>3 



Da nun 



-j. ~y^ «34 + «42 + «23 . _j.ot fe4 + ^42 + fa 

* ^«34+^3«42+^4«23 ' .^2«34+^3«42+^4«23 ^ 

2 _y? 734+742+723 . 

^ ^2«34+^3«42+'^4«23 ' 

U. S. W. 



dem ersten Systeme 4er GleiehnngeD 13) und der ersten der bei- 
den Gleichungen W) ' au^' der (Stelle' 'die Gleiehun& 



I - ■ 



Weil aber auch die durch die Gleichungen 15) charakteri- 
sirte gerade Lioi^ ganz in der di^rch die Gleichung 14) oder 
durch die Gleichungea i6) charaEtMbirten fib'eneMiegt, so erhal- 
ten wir aus den\ Gleichungeu 15) und der ersten fier beiden Glei- 
chungen 16) die GleidiiiQg , - - ' ! 

19) A^F^ + B^ßti^(\Hi=0. ■ 



o 



Weil endlich die durch die Gleichungen 15) cbarakterisirte gerade 
Linie auf der ^eni. Pipiikte (or^yi 2^) entsprechenden Normale des 
Eliipsoids senkrecht steht , so erhalten wir naclp den Principien 
der analytischen 'Geometrie aus dem ersten Sye^teinek der Gieichun- 






.. f ■ ■' '• !■ 



a* 




«« 


■\. 








(■ 





vuor 

\ 

Ans den drerGAS^^Buiig^ J7)> Ip]» 19) > nHoiKch aus den drei 
Gleichungen 



1 ■ / ■ 



Ende miütiplidreii wir diese drei Gleichungen nach der Reihe mit 

* ' * . 

md addiren sie ddbn ibu einander;, so erhaltep wii^ liach leichter 
Keehnimg merst ole GlelchuBg 
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i*.p*Pi*P*mz=4*.l\DtD3D^JiJtJaJ^, . . . (D») 
3»./>*/>i«P8=4«.(ö,i!)aÖ3/>4)»iyiz/^,^4, . . . (E«) 




Heber den f^eometrischeii Ort des 
Seheiteis eines Kegreis zweiten Orad(»i, 
welcher die Seiten eines windschiefen 

Sechsecks herfihrt. 

Von 

Herrn Fr. Seydewitz, - 

/ Oberlehrer am Gymnasiom za Heiligenstad^ 



I. 

L ehrsatz. 

Ist im Räume irgend ein windschiefes Sechseck 
abcdef gegeben, und man verbindet die Hauptgegenecken 
a und 6, b und ^, c und f desselben durch drei gerade 
Linien (tb, be, cf; so ist jeder Punkt einer Geraden, 
welche diese drei letzteren durchschneidet, also jeder 
Punkt des durch dieselben bestimmten einfachen Hy- 
perboloids der Scheitel eines Kegels zweiten Grades, 
welcher die sechs Seiten des Sechsecks berührt. 

Beweis. 

Es sei D ein Punkt einer Geraden m, welche die Geraden 
aO« be, cf sehneidet; so schneiden sich die drei Ebenen Da^, 
Dbe, Dcf in dieser Geraden m. Eine beliebige Ebene iH, treffe 
die Geraden Da, Db, De, Dö, De, Df in den Punkten a, /?, y, 
8, B, (p und die m in u; so schneiden sich die Geraden ad, ßs, 
yq) in dem Punkte u; nach dem Satze des Brianchon lässt sich 
also in das Sechseck aßySeg) ein Kegelschnitt beschreiben. Also 
musa der Kegel zweiten Grades , dessen Strahlen den Punkt D 
mit den Punkten dieses Kegebchnittei^ verbinden, die Ebenen 



191 






^. 



. i 



=0, 



\ 



■ ■; 



ffl 



— "^ (fo - 2:2) -J ^ (0:1 -0:2) ^) 



^1 






Gl 






0; 



2^1 



^ 



^1 



'-'^{(^l-^2)f^-(3^1-y2)^) 



er 



( '.■;' 



V 



i(',-j((i)%(i.)>(j-.-»^jff-fa-^faiBii 



, Kt 



n man kann also offenbar 



^1 = (^1- 



Li • 



*^i - - (A'i 



1; 






7^.^-fc-*^B«..-^((3)'+ (I)") 



I •) 



Thcil X. 



11 



i-> 
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F,=(.r,-x^((^)'+(^y)-(y.-y.)^4-(^.-^g 



setzen. Auch ist 



24) 



-^ ^ (^i—^i)^i +(yi-ya)f i+(^-*«) ^. I ' 

und folglich 

Fl* + Gx' + Hl* 

=m-^d*+(ifx -9^'+(zi-22rn (^)'+(|^)'+ (?.)* ^ 

also 

26) Fl' + Gl* + Hl' 

VerbiBden wir^aber den Punkt (^iViZi) auf ganz Ahnliche A 

ntft .dem Punkte (Jt^z^), wie wir denselben vorher mit de: 

Piunkta t^hM^ Terbnnden haben, und bezeichnen dann die d« 

lan>h /l, Gf« A bezeichneten GrOsaen entsprechende 

äfc,*5', Ci'/£r/; so ist 



\ 
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F.'= <».-.. l(a)*+(g)*+(i)- 



) 



f,H^i-^)^+(ifi-}f»)f, + i^i-H)% I 



2 

I 



26) 



-^ ( (J^i-^s) '3 +(yi-yj) ^+(h-h) p ) 



nd 



2^ Fi'* + Gi*+Hi" 

An« 24) und 26) erhält man aber 

FiFi' + GiGi' + HiH^' 

= i^-ir^ (., - .3) t ( Ji)' + (f^)* + (^)' !' 



im 









I •* 



+ (^i-»i)p+(*i-*3)lV> 



-<-.^)^iC3)'*©3'<S)'"^--*^^' <^' ' ■ 



+(*i^ita)"8+<*i--*«)S^ 






J ' 



+ (yi—y3)p +(»1-^)35') 



alsp, wie leicht erheilet: ' 

28) ■FxFA.+ ,i?i'<?ii+Äi7A' 

, \ +(«1— *a)(«i— *s)K 

, xl(»,-;^)p + <»i-!r.)^+('.->s).äl' 

'..■••'• !^ ■ ) 

VoD dem Anfarice der Coordinaten wollen wir uns jetzt an die 
Punkte 

C^iyi^^i). (^aya^a)* (arsy^Xa) 
des EUipsoids respective\ die' geraden Linien / ' * 

R^y R^t R^ ) ^ 

gezogen denken ^ und die von den Linien 



im 

m^ Anfaogi^wikte. deif Coordioaten als ihrer g^mßinscJb^lUicheD 
Spi|2(a eingeadbloAsp^i;»» 1^80^ i^hÄ (SbeTstejgendQn yif'j^fl|f;«^pQQ->. 
tree iüiiifk ■ . ; ! '' ' . :•,;..,.• •■! ür:;.:* 

\' '•'/■■ «1. ^^ ^; •=;. ";',•■•''/";; 

die Entfernungen der Punkte 

(a^2*B)> (^8^323); (^3^32?). i i^iyih)', i^iyi^Of (^«ya^a) 

TOD einander aber respective dbrch 

Elf E2, -E3 

bezeichnen; so ist nach einem bekannte^ Satze der ebenen Tri- 
gonometrie 

JBi» = ^« + Ä3^ - 2JBaÄ3 cos tfi , 

i;;^« = /?3« + J?i« — 2Ä3Ä1 cos Ö2. 
i;3«=:Äi« + /?a*^2ÄxÄaCosa3. 

Nach ein^r bekannten f'ormel der analytischen Geometrie, ist aber 

Fuhrt man dies In die obigen Ausdrücke von 

Ei\E^\E^^ 



cm, so erhält man nach einigen ganz leichten Reductionen die 
Silchangen 

«2«^8 + .^»»3 + 2223 = AÄ3 cos «i , 

^1^2 + ^^2 + 2i2ia = Äiif^ cos «8 ; 
OS denen sich soj^l^ich^ 

29) I co^^=^£l+^^±^±i , 



COS «3- jr^ 



e^ebt 
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Durch den Anfang der Coordinaten wollen wir uns jetzt eine 
dar dem, Punkte (^i^i^i) entsprechenden Normale des Ellipsoids 
parallele gerade Linie gelegt aenken, und die Cqordlnaten eines 
der beiden Durchsjchnittspunkte dieser geraden Linie mit der Ober* 
fläche des EUipsoids durch |i» %, ii bezeichnen; so sind nach 13) 

a: y 2_ 



oder 



30) 

& J& 5l 
a* 6* c* 



31) 2!£--.^— ?!?. 
' *i *"■ yi "" 2^ ' 



die Gleichungen dieser geraden Linie. Die Entfernung des Punk- 
tes (& ^i£[) i^on dem Anfange der Coordinaten sei ^i , und die von . 
den Linien 

Qi9 ^1» Qi9 Rz9 Qi> Rz 

an dem Anfangspunkte der Coordinaten als ihrer gemeinschaftlichen 
Spitze eingeschlossenen^ 180^ nicht übersteigenden Winkel seien 
respective 

^my ■^>2> ^I9i9 

so ist, wenn^ wir die EntfemuDgen des Punktes (li%&) von den 
Punkten ^ 

(^i^lH)» (^2^222)» f^s^s^) 
respective durch . 

bezeichnen, nach einem bekannten, schpn oben angewandten Satze 
der ebenen Trigonometrie 

£'i.i = ?i"+Äi*-2piÄiCosJVi„, y 

J^\92 = Qi^ + R2^-2q,R,cosN,,^, 

und folglich, auf ganz ähnliche Art wie oben: 

32) ^ cosiVi,a« ^ 



12 

COS 






Weil nun aber der Punkt (|i%£^) in der durch die Giekdiom' 
gen 30) charakterisirten geraden Linie liegt; so ist 
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fetieo, 

3)^tti=/(^i,yi,^i)=0 

ist. Die Glelchangei^ det* durcB den Punkt (^i^iti) geleeten Nor- 
male dieser Fläche sind nach den Pripeipien der andytischen 



Geometrie ^ 



*y 



j 



^-^i_&—yi_'-h 



Bui Bui dui ' • 

djTi dyi dzi 



wo Bslfirlich alle Differentialquotienten partielle Differentialquotien- 
tes sind. 

Ist nun die FlSche ein dreiaxiges Ellipsoid, dessen Gleichung. 



ist^ so ist 



f I.. 



»'"=(0'+(l)'HO"->.' 



ad (olgpch 



■ ^ 8a:~««' ^~6*' Bz"^^' 

Abd sitid die Gleichungen der durch den Punki(^iyiZi) des EUip- 
•oids, Ott welchen 

ist, gehenden Normale des Ellipsoids: 

^ Si b. 

tt« 6« c« 



oder 



10) ««(l_^)=6»(l-^)=c«(l-^). 



oder 



a* 62 c^ 

Sind jetzt (arijfi;:^), (^292^^ (^9^H) ^^^^ Punkte des ElKp- 
Boids, und folglich 



1S8 



so sind nach dent Voi^ergehenden 



I: ' ■ 



ar - a\ _^ y - ^^ _ ? - h 



• • - ■ 

13) <,. ^s "" sS« "". ^ ' 

^ 3!5* ^ » , 1 

die Gleichungen der diesen Pmikten entsprechenden Normalen des 
Ellipsoids. 

Wir wollen jetzt durch die dem Punkte (^i^i^^) entsprechende 
Normale und durch den Punkt (as^-iz^ '^^^^ Ebene legen^ und uns 
in dieser Ebene dprch den Prunkt (^i^ts^i) eine auf der demselben 
entsprechenden Normale senkrecht stehende £|erade Linie gezoeen 
dfuhMBi^. DiQ.^kliHngen dieser Ebeoe wp4 ^ieaei; ^gerfid^n Linie 
seien respective ; , . , \.,,. . ,; 



,i4)-^^-|-^ij,^^.HiÄ==q 



und 

■ 

_ : ■ . ' ■ ".Vi ■ ■ . • ...■■■■ ii • > ; 



Weil die durch die Gleichtrng 14) c^ärakterisirte Ebene durch 
die Punkte (^i^i^i) und (a:^^^^) geht^ so haben wir nach 14) die 
Gleichungen 



I ■ ■ » 






und 

17) ^i(a:i-a:>)+^(y,-ya)+Ci(zi-ij)=0. 

Weil ferner i^ie durch die. Gleichung 14) oder durch klie Gleichung 
16) charakterisirte Ebene durch die dem Pbhkte (^i^i^j) ent- 
s^iMiende NonMla des EUip^oids geht, ui^ diese JSiom^fAao 
ganz in der in Rede stehenden Ebene liegt, so erhi^efi .wir ütHit 



dem ersten Systene iler Gleichungen 13) und der ersten der bei- 
den Gleichungen 16) >li\if- Jler (SleHe> die Gleichung 

■ • . 

Weil aber auch die durch die Gleichungen 15) charakteri- 
sirte gerade Lini^ ganz in der di^rch die Gleichung 14) oder 
darch die Gleichungen' l§ychärafi1CiMlbirfen Gb'ene; liegt, so erhal- 
ten wir aus den\ Gleichungen 15) und der ersten fier beiden Glei- 
chungen 16) f6ie Gleicbittig^ 



I ' ■ ' . . . I.. 



19) J^Fi+li^,G,fQÄi=0. ^ 




Linie 

EUipsoids seninr^nc Stent , so ernaiten wir nacip den frincipi 
der analytischen 'Geometrie aus dem ersten Syeitemck der Gleichun- 
gen 13) und' den Glerchiingen lt$) die Gleichitrig ' 






I : 



, ..,; t.. 



•der 



«« 


«« 


.\. 






»• ' 



...•,■ ■ . 



Ans den dreiliBAS^Aung^ 17)> iS^> 1&)> D^mich aus den drei 
Gleichungen 



* : r«: j :••■•: i|im« iii // 



Ende niultipUciren wit diese drei 'Gleichungen nach der Reihe mit 



i i ■ r&^»7-^:^' 



,' .■ 



«d addiran bie ddnn m einander;, so erhaltep wi^ nach leichter 
BeebBimg merst aie Gl^haiig >- ' -, 
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also nach dem Vorhergehenden 
1 

= n%^^]%r ^ (Ri^ — RiB^COSa^ -f ^S^COSai — R^Ri COSO2) 

MMrl COS ^^Ifl 

^^^~/2iC08iVi,/^*" /^leos^l,l ^ 

/|_;^ cos iVi ,2 /^3 C0SiVi,3 /?2 ^ C0siVi,2 C08iVi.3 

^ "" Kl ' cosNi,! Ri ' cosiVi,! ~^ Ri' Ri' cosiVi,i * cosiV^ji^ 

1 RR 

= — ^2y--7{siniyi,i* + ^ . ^(cosui — cosiVi^ coöjYiJ 

— D" («<^s «a — cos Ni ,3 cos Ni,i) 

R 

— -g^ (cos «3 — cos Ni,i cos iVJi^ 

Von dem Anfanee der Coordmaten aus wollen wir uns jetit 
zwei den beiden in dem Punkte («^i^iZi) auf die diesem^ Punkte 
entsprechende Normale errichteten Senkrechten, deren Gleichungen 



Fl Gl Hl 

und 

Fl' — Gl' "~ Hl' 

sind, parallele gerade Linien gezogen denken^ deren Gleichungen 
also 



und 



Fl 


-Gl 




X 


_ y 


«V 
^ 



Fi' — Gi' — Bi' 



\ 



sind, und in diesen beiden geraden Linien zwei beliebige durch | 

die Coordinaten X^, F, , Z^ und X', Fi', Zi' bestimmte Punkte, \ 

deren Entfernung von einander durcn £1 bezeichnet werden mag» i 

und deren Entfernungen vom Anfange der Coordinaten respective \ 

Kl und 2Ci' sein sollen, annehmen. Bezeichnen wir nun den tmi \ 

diesen beiden geraden Linien eingeschlossenen, 180^ nicht' über- ; 
steigenden Winkel durch A^ , so ist bekanntlich 



ffii» = Äi^+Äi'*— 2Äi3Ji'cos ^1, 

also nach einem bekannten, im Obigen schon mehrfach angewand« 
ten Satze der analytischen Geometrie: 



I 



. t 



1«1 



— '^ (fe - 22) -2 — (^1 -^2) ^) 



oder 






It 



=;0; 






i ■ • . 1 * ' :■ 

2 






ond man kann also oifetitfar 



oder ' • : • • • ■ '. .;■) U :' '• .. 

Thcil X. 11 



\ 

»a 



24) 
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setzen. A.uch ist 

F.= (-.-^)K?)"+(?0*+(&)"* . 

«.= ,.,_^s(a)%(|.)V(?)-i 

und folglich 

^i' + Gi' + ^i» 

={(^i-^a)' +(yi -»i)»+(zi-j«)'u (^y+(py+ 00* '* 

also 

25) Fl» + «?!»+ Äi» 

Verbinden wir aber den Punkt (oriyx^i) ^"^ S^^^ ähnliche Art 
mit .dem Punkte (^3^323) > wie wir denselben vorher mit dem 
Punkte (^2^2^) verbunden haben ^ und bezeichnen dann die den 
vorher durch Fi, Gi, Hx bezeichneten Grossen entsprecheudea 
Gröuen durch F^', Gi', Hj'; so ist 
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26) 



«/= (..-y,)tO)'+(ft)'+(&y^ 

-^{(^1-^8)3+ (yi-ys)p+(*i-^) ^i!. 



und 



2^ Fi" + Gi*+Hi" 

Ans 24) und 26) erhält man aber 

= (^i-*a) (xi - ^s) 1(3)'+ (f^)* + (^)' )• 

+ (yi-V3)|5+(».-%)^) 
.^(,.-^)-^<3)'+(g)'+(^)'l((..-..)3 



w 



< 



im 






Sl j^/. ^5L 






+ Od ' K^i -^=«) ^ + (yi4a^^ + '(^1-^^ 3? n (^i -^») ^ 



:..)^x 






also, wie leicht erheilet: ' 

28) 'FiFA+.^i'Gii+Äiffi' 

, N +(«1— ^(*I— «3)} 

t 1:1!. 

'••■■• •> ; . • / 

Von dem Anfange der Coordinaten wollen wir uns jetzt an die 
Punkte 

(''iyih)> (^2^2^. (^3^3*3) 

des Ellipsoids respective\ die geraden Linien ./ 
gezogen denken 9 und die von den Linien 

Ri9 R^ ; R39 Rii R\ i R^ 
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26) 



-^l(«i-^^+(»i-».)J+('i-'.);(l. 
-p I (^1-^8)^ + (yi-y») •^+ (*i-*8) Jil 
-p{(^i-^.)§+(»i-ya)p+(*i-«ii)^} 



ind 



2^ Fi" + Gi'*+Hi'* 

Ans 24) und 26) erhält man aber 
= {x,-ir^ (X, - :r,) 1 0)' + (|iy + (^^ )« 

+ (yi-y2)|K^-«.)^) 

+(j.-»^(yi-^3)t(j)'+(f4)'+(^)V 

+Cvi-y3)ft- + (*,-s,)^> 

11* 



. t 
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oder u verstehen. Durch Differenziatiou von (9) ergiebt sich nun 



^(s-^)«-'^". 



oder, wenn mäo für die Exponentialgrösse ihren Werth ausNio. (9) 
suhatituirt« ^ 

/ 

Sehreibt man noch-^ • ■j"'^' 3^' ®^ "^^^ 









S^ll nun di(S Gleichung Nto. (9) In der That dad erst« Integral 
Von dier Differenzialgleichung (5) darstellen, so lAuss die Glelchang 
(10) mit der in (5) identisch seih; da auf der linken Seite diese 
Identität bereits statt findet, so brai^ehen wir blos die rechten 
Seiten zu vergleichen^ uod daraus erbalten wir 

1 d% -- 

d. h. eine Gleichung^ welche zur Bestimmung von x dient, nämlich: 

— =z üdu, 

lx=zi üdu + Const j 

wobei zur Abkürzung 6^«^"«^= C gesetzt worden ist. Substituiren 
wir den Werth von k in die Gleichung (9), so wird 

oder 

du . e-f Vdu— Cdx . e-f ^^^, 

und da hier die Variabelen getrennt sind, so ergiebt «ch durch 
Integration 

rdu.e-fV^^=zcfila:e-f^^''i^C (ü) 

als vollständige Integralgleichung der Differenzialgleichung (5). Nach 
geschehener Integration lost man sie nach u auf, bestimmt die 
willkührÜchen Constanten so, dass sich u mit x gleichzeitig an- 
A^l^rt» und erhält dann die gesuehte Gleichung zwischen y und sT 
Müt UiilCe der Fordet 
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dem ersten Systeme dfif GleichuDgep 13) und der ersten der bei- 
den Gleichungen • 16) ' Imf- der (Stelle* die Gleiehungj 






" . 18) :4;5+fii^-FCi^;=a \ 

¥ 

Weil aber auch die durch die Gleichungen 15) charakteri- 
sirte gerade Lini^ ganz in der di^rch die Gleichung 14) oder 
darch die Gleichungen 16) chäraElt^isirten -Ebene Miegt» so erhal- 
ten wir aus den\ Gleichungen 15) und der ersten (1er beiden Glei- 
ehangen 16) die Gleicbong , > ' 

19) A^F^ + B^ßif(\Hi=^0. ' 



1« 



Weil endlich die durch die Gleichungen 15) charakterisirte gerade 
Linie auf der ^^m PiO^kfe (^j^yiZi)- entsprechenden Normale des 
EUipsoids senkrecht steht , so erhalten wir nacU den Principien 
der analytischen 'Geometrie aus dem ersten Syeitema der Gleichun- 
gen 13) und' den Gleichungen IS) die Gleichung 

I 



vnBt 



■ \ 



\ . 

Ans den dreiGIküchung^n 17)» l8^> 19)» oKmicb aus den drei 
Gieichimgen 



vollen vt^nindli» dir^l GrOsseb An Bi) Q-«|{Mtiiireii. 'tn'fke/it 
Ende mnltipliciren ivir diese drei Gleichungen nach der Reihe mit 

■ , V {x»~*!i)Gi-(»-y«)Äi,' 

mi addiren hie ddbn mi einan4er;. so erhalten wi| nach leichter 
Rechnung zuerst die Gleichung 
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Durcli den Anfang der Coordinaten wollen wir uns jetzt eine . 
der dem. Punkte (xiyix{) entsprechenden Nonnale des Eltipsoids 

Sarallele gerade Linie gelegt oenken, und die Cpordinaten eines' 
er beiden Durchsjchnittspunkte dieser geraden Linie mit der Ober- 
fläche des EUipsoids durch |i, %, ix bezeichnen; so sind nach 13) 



oder 



30) 


X 


6* 


z 


31) • 


^1 "" 


yi 





die Gleichungen dieser geraden Linie. Die Entfernung des Punk- 
tes (^itiiii) von dem Anfange der Coordinaten sei ^i , und die von 
den Linien 

an dem Anfangspunkte der Coordinaten als ihrer gemeinschaftlichen 
Spitze eingeschlossenen > 180^ nicht übersteigenden Winkel seien 
respective 

so ist« wenn' wir die Entfernungen des Punktes (^i%i;i) von den 
Punkten ^ 

(^lyi^i), (^ayaÄjß), f^s^s^) 

respective durch 

-^1*1» -^^a» -^1*3 '. :'■ ... 

bezeichnen 9 nach einem bekannten« schpn oben angewandten Satze 
der ebenen Trigonometrie 

^'iu = ?i"+ßi*-2piÄiCosiVi„, 
^''1.2=^1' + Äa'»—2^,/22CosiVi,a, 

und folglich« auf ganz ähnliche Art wie oben: 

32) ^ tosiVi,a— ^ 



^2 
^iXa+Vi% 

cos 






Weil nun aber der Punkt (^i%^i) in der durch die deidliHI* 
gen 30) charakterisirteii geraden Linie liegt ; so ist • ; ; 
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a^ b* c* 



c» c" 



aod folglich nach 32) : 



C08iVi,i = t, , 

33) < cosiV,^=?^ ^ ^— ti, 

C0SiVi,3 = fj. 

Nach den Principien der analytischen Geometrie ist aber 
abo nach dem Obigen 

oder 
Folglich Ist 

indem man das ober^ oder untere Zeichen nimmt, jenachdem i^ 
ipd ii gleiche oder ungleiche Vorzeichen haben ^ d. h. jenachdem 
die Punkte (^i^iZi) und (^ji/iSi) auf einer und derselben oder auf 
Mitgegeng^etzten Seiten der Ebene der xy liegen. Nehmen wir 
iboy was offenbar verstattet ist, für (lii^iSiT inmier denjenigen der 
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Miscellenu 



Ueber den Brinkley'schen Satz vom Mantel des schiefen 

Cylinders. 

Von 

dem Herausgeber. 

N 

t ^»m I UM 



Brinkley hat die folgende Bestimmung des Mantels des 
schiefeil Cvfinders mit kifelsfänniger Basis gegeben» 'wdtfie, m 
einfach und so leicht sich ganz von' selbst darbietend dieselbe 
auch ist, doch verdient, allgemeiner bekannt und bei dem Elemen- 
tarunterrichte benutzt zu werden , da sie auch sehr wohl eine gau 
elementare Darstellung gestattet. Dieselbe scheint Übrigens tob 
dem genannten Mathematiker nchon vor längerer Zeit gegeben^ und 
nur erst jetzt in einigen französischen und englischen Journalen 
von Neuem hervorgehoben worden zu sein. Bei dem geometri- 
schen Elementarunterrichte ist es wohl manchem Lehrer schon 
eben so unangenehm , wie oft dem Verfasser dieses Aufsatato , ge- 
wesen, in der Lehre vom Cylinder sagen zu müssen ^: dass die Be- 
stimmung des Mantels des schiefen Cylinders in den Elementen sich 
nicht geben lasse und nur durch Kunstgriffe der höhern Mathematik 
möglich sei, überhaupt den Anfänger ohne alle Auskunft über die- 
sen Gegenstand lassen zu müssen. 

In Taf. IV. Fig. 9. sei ABA'B' der durch die Axe eines schie- 
fen Cylinders geführte, auf seinen beiden parallelen Grundflächen 
senkrecht stehende Schnitt. Legt man nun durch die beiden Punkte 
B und B' zwei auf der Axe des schiefen Cylinders «enkrecht 
stehende Ebenen, so erhält man den zweiten geraden Cylinder 
BCB' U y.mid. aus dem Princii>"der Symmetrie erhellet auf der 
Stelle, dass die beiden krummflächigen Mäntel der Körper ABC 
und A'B'C einander gleich sind, der schiefe Cylinder AB AB 
und der gerade Cylinder BCB'C also offenbar gleich^ MäaM 
haben, so dass folglich, wenn wir die Mäntel dieser beiden Cylin- 
der respective durch M und JTI bezeichnen, 

istv Die Grundflächen des geraden Cylinders BCB*Cf sind aber 
Ellipsen, deren grosse und kleine Axen, wenn die Uaibttiesseir det 
Grundflächen des schiefen Cylinders durch r, und deV NeigüD^t^- 
winkei seiner Axe gesen seine Grundflächen durch J bezeichnet 
werden, wie sogleich in die Augen fallen wird, respective 
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J fAenden Ellipse liegen « so wird das Intervall YV zwischen der 
I £Uipse eothalten sein; man wird also haben, da TT' ^=^ XY' —XY 
ist:^ 

7 

Wenn der Ordinate XTT' unendlich nahe eine andere xyy' ge- 
zogen whrd, welche von derselben um das Intervall xv absteht, 
so wird, da 2[x=dx Ist, . 

:rv=Sinf».da? 
sein, und es ergiebt sich das Element des Inhalts der Ellipse 

ein Differenzial, dessen Integral auf die ganze Ellipse ausgedehnt, 
den Inhalt derselben ergiebt. Für diesen findet Euler folgenden 
Ausdmck : 






i 



von welchem er sagt : 

„haec expressio ideo maxime est notatu digna, quod ejus 
ope omnium ellipsium areae totae satis expedite assignari 
possunt ex sola aequatione inter coordlnatas , sive eae sint 
rectangulae sive oDliquangulae'^ 

Da nun auf diese Weise der Inhalt aller Ellipsen, welche durch 
▼ier gegebene Punkte gehen, ausgedrückt ist, so wird ß so zu be- 
stimmen sein, dass jener Ausdruck ein Minimum werde. DilFe- 
renziirt man denselben in Beziehung auf ß und setzt den Uiffe- 
renzialquotienten gleich Null, so ergiebt sich zur Bestimmung von 
ß die folgende cubische Gleichung : 

' t/J8_4a5|S2_|.(3y32-f.3a£a_„yj)^_2ayje=0 . . ; . (2) 

wodorcli die Aufgabe gelost ist. Euler bemerkt noch folgendes : 

„Ecce ergo tota solutio problematis propositi perducta est 
ad resolutionem aequationis cubicae, quae cum semper 
habeat radicem realem, certum est, quomodocunque quatuor 
pnncta fuerint disposita, semper unam ellipsin assignari 
pösse per quatuor illa punctä transeuntem, cujus area 
omnium sit minima, pro qua aequatio inter coordinatas 
o; et ^ exhiberi potent, si modo loco B*) radix ex illa 
aequatione cubica oriunda substituatur. Quodsi forte eveniat 
ut aequatio illa cubica tres admittat radices reales, totidem 
qnoque solutiones locum habebunt, quarum autem indolem 
äiis perscrutandam relinquo^'. 



*) Bei Eni er hat B die Bedeutung unierei ß. 
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För den Fall, dass a—0 und r=0 wird, da« "Viereck «ich 
also in ein Dreieck verwandelt, ist die obi^e ciibische Gleichung;, 
nicht anwendbar, weil ausser ß auch cc und y unbestimmt bleiben.' 
Der Ausdruck filr den Inhalt der Ellipse wird dann 

,«»in» j («y— /J«)5 , \ 

WO a, ß, y so zu bestimmen sind, dass derselbe ein Minimum 

ß^ ' 
werde. E u 1 e r setzt hier — = Cos op* , wodurch sich, der Ausdruck 

ay ^ 

iur den Inhalt 

. ^. ( «62 + yrf 2_ I26r/ Cos cpVay) 
i^S,na,| -Si^3-^y j' 

oder, wenn zur WegschaBiing der Irrationalität 



yz=:ain^ 



angenommen 



wird, i 

iö^ + d^m^''2ödm Cos (p 
* I m öin q}^ 



ergiebt, und die Aufgabe reducirt sich darauf, die Grösse m und 
den Winkel q) so zu bestimmen, dass dieser Ausdruck ein Minimum 
werde. Sieht man den Winkel g> als bereits gefunden an, so 
kommt es nur darauf an, -den Ausdruck 

b ^ + d^m^ 

zu einem Minimum zu machen. Die Differenziation gieiit 
... ff 

also 

und man kann, da es sich nur um das Verhältniss von a zu ß 
und y handelt, 

a=zd!^midyz=zb* 

annehmen. 

Substituirt man diese Werthe in den Ausdruck de« Inhalt«» 
so wird derselbe 

,7cbdbm^{^ 8ii,(p3 / 
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Seilt man Uer Tang if=Lt, so wird 

l->Cogy _(l + <y 

und die Differenziation crgiebt 



t= 



V3' 



abo 9>=00^, woraus man für den Inhalt der dem Dreiecke um- 
schriebenen kleinsten Ellipse 

27tbd Sin o 
3V3 

etfaSlt. Der Inhalt dieser Ellipsß verhält sich also immer zu dem 
Inhalte des gegebenen Dreiecks wie iniSY^- 

Die Gleichung der gesuchten Ellipse ergiebt sich auf folgende 
Weise. Da angenommen wurde o=c{^undy=6-, so wird /?= i 6c2 
und dureh Substitution dieses Werthes erhält man 



also 



d*x^ + bda:y+ b^y^ — bd'^x — b'^dy =0 , 

djb^x) 4: d Sf{b-r~.x) (6 + 3jr7) 
*- 26 



Aus dieser Gleichung geht hervor, dass die Abscisse x piemalif 
grTisser werden kann als 6, und die negativen Abscissen nicht 
die Grenze \b überschreiten können. 

Verlängert man (Taf. IV. Fig. 3) die Seite^OJB des gegebenen 
Breiecks ÖBtk Aer .O hinaus, und macht OE^=^\by so >virddle 
Ordinate jBF=ld, die beiden Werthe von y fallen in J£,V zu-' 
sammen« und diese Linie berührt die Ellipse im Punkte F. Wenn 
nun die Gerade -'BIP gezogen wircty welche die Seite OD in G 
schneidet« so ist« wegen der Aehniichkeit der Dreiecice OßG^ivi. 
EBF, 

BE:EF=BO:OG, 

also OG—id=:iOD, so dass die Gerade ^GF die Seite OD 
InUiiit. Da SßTmi^ QE der dritte Theil vop OB, aqi^ auch F6r 
der dritte Theil von BG, wodurch der Punkt F sehr leicht be- 
stimmt wird. 

Für x=b fallen, da die. jQrQsf^e ^oter dem Wurzelzeichen 
verschwindet, die beirfen Werthe von 'y in einen zusammen, 
welcher gleich Null sein wird, d. b., zieht man durch B eine un- 
endlich kleine Gerade der 0/> parallel, so wird dieselbe dije El- 
lipse in B beröhren, und deshalb wird BF ein Durchmesser der- 
selben sein, in dessen Mitte «S der Mittelpunkt der Ellipse fallen 
muss. Da nun FG=\BG, so fällt der Mittelpunkt der EUipse 
m Ä, wenn man fiS=fÄGoder GiS=JJ5G macht; dieser Durch- 
messer wird alle der Seite OD parallele Ordinaten halbiren. Da 
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ferner die drei Punkte B, O, D unter sich verwechselt werden 
können, so müssen sich auch die Linien OK und DH, welche 
resp. die Seiten BD und BO halbiren, im Punkte <$ schneiden. 
Es ist aber bekannt, dass auf diese Weise der Schwerpunkt des 
Dreiecks bestimmt wird, so dass wir folgende merk^öirdige Eigen- 
schaft erhalten; 

„Der Mittelpunkt der kleinsten Ellipse, welche 
einem gegebenen Dreiecke umschrieben werden 
kann, ist der Schwerpunkt de8selben'^ 

Wenn das Dreieck gleichseitig, also b=^d und ®=60®, so 
wird die Gleichung für die demselben umschriebene kleinste Ellipse 

a:^ + a:y + y^ — bx — % =0 

und der Inhalt dieser kleinsten Ellipse, welche sich in einen Kreis 
verwandelt , 

Wir betrachten jetzt den Fall, in welchem das Viereck ein Pa- 
rallelogramm ist. Hier nehmen wir die Diagonalen zu Coordina- 
ten-Axen, und den Durchschnittspunkt derselben zum Anfangspunkte: 
welche Wahl sich auch später als zweckmässiger für die allge 
meine Aufgabe heraussteilen wird. 

Es sei (Taf. IV. Fig. 4) ABCD das gegebene Parallelograrani 
Man ziehe die Diagona^n AD^BC, welche sich in O schneiden 
Bezeichnet man u40 durch -f- a und OC durch + 6, so ist OD=z^~€ 
und OB= — fß. Nehmen wir nun die allgemeine Gleichung de 
gesuchten Ellipse (1) wieder vor, so wird fär y=0 

welche Gleichung die beiden Wurzehri a:=-|~annd j?= — a habet 
muss. Setzt man also 

so ergiebt sich 
Für x=0 wird 

welche Gleichung die beiden Wurzeln y=-f 6 und y^z—b haben 
muss. 

Setzt man 

W*+2fy + f=n(y-6)(y+6), 
so wird 

y=n,6=0,f= — n6*, 
und da 

ma'^:=znb^ 

sein muss, so wird man setzen können 



im 

^\m «Uffaiiieiiie Crleiciiuiig^ für eine dem Parallelogramme mra- 
schriebeoe Ellipse wird also folgende sein: 

Benutzen wir nun die obige Gleichung (2), so entsteht 

deren Wurzeln 0,-f o^ und — n6sind^ wo mir die erste in Betracht 
kommen kann« da die Bedingung 

erfüllt werden muss. Bei dieser Gelegenheit bemerke ich aber, 
dass die Gleichung (2) in diesem Falle aufhört vom dritten Grade 
zu sein und sich in der That in eine vom ersten Grade verwan- 
delt. Sie ist nämlich entstanden durch Differenziation des al%e-> 
meinen Ausdrucks fSr den Inhalt der Ellipse in Beziehung aut^, 
wekhe sich wegen d==:0 und €=0 auf 

«. ' a*6* 

nhxvk o 



VCa'^ft«-/?*) 



reducirt. ' Die Differenziation giebt für den Differenzialquotienten 
dieser Function in Beziehung auf j3 

also nur 

/J=:0. 

Die beiden andern Wurzeln -{-ab und — ab scheiden also von 
selbst aus. 

Zu ähnlichen Betrachtungen wird sich auch noch im Folgenden 
Gelegenheit bieten. 

Die Gleichung fär die gesuchte Ellipse .ist demnach 

und der Inhalt dieser Ellipse 

nSina. ab. 

Der Inhalt der Ellipse verhält sich also zu dem Inhalte des Pa- 
raUelogrammes wie n:2. 

Man sieht ferner ^ dass der Mittelpunkt dheser Ellipse in den 
Durchschnittspunkt O der beiden Diagonalen des Parallelogramms 
fällt, welche als conju^irte Durchmesser erscheinen , die sich unter 
dem Winkel oo schneiden. Daraus folgt, dass die Tangenten in 
den Punkten A und D dem Durchmesser BC, und die Tangenten 
in B und C dem Durchmesser AD parallel sein werden, woraus 
die Construction der Ellipse sich leicht ergiebt. Wenn der Winkel 
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li^ ein. Bficliter ist, so verwandelt sieb das Parallelograiniii in einen 
Rhpmbus, dessen Diagonalen die Haupt- Axen unserer Ellipse jaind. 
Für a = b wird das Paraiielogramm ein Rechteck, und man^ er- 
hält, wenn f und g die halben Haupt- Axen der gesuchten Ellipse 
s^ind, 

^=aS]n)(oV2, 
woraus di^ bekannte Eigenschaft 

/57=;«*Sin)DO 
hervorgeht. 

Wir kommen jetzt zu der Betrachtung der Wurzeln der von 
E4iler aufgestellten Gleichung (2). Ich werde zeigen« dass dielte 
eubSsche Gleichung, aufweiche das Problem föhrt, ira Allgemeinen 
immer drei mögliche und zwar positive Wurzeln hat, und dass 
diejenige, welche hier allein iu Betracht kommt, stets die kleinste 
von allen ist, während die beiden andern Wurzeln sich auf Kegel- 
schnitte, die nicht Ellipsen sind^ bezieben. 

Zu diesem Ende setze ich 

ß=\zVbäcd 

und transformire die Gleichung (2), welche durch Substitution der 
Werthe von a, y, 5, z, f folgende wird : 

+ 4 P 2 =-^=ü...{*) 

in nachstehende : 

i;'-^2f9^2*-H30»*.f^^)— 4}2;-r.4/i9=0. (4) 

wo 

~ a-f6 _ c-\'d 
^~" Vo6 '^-- V^' 

Das allgemeine Criterium, dass die cubische Gleichung 
drei mögliche Wurzeln habe, ist bekanntlich-: 
\>ielclves .$j[ch flir .upsei:e Glelchvng in 






verwandelt. Da nun sowohl p als ^ grosser als 2 sind, so wird 
man haben 

p«=4+/, ^•=4 + 11, 

wo * = ^ 'S— und w = T — positive Grössen sind; die' obige 

Bedhigang wird demnach erf&llt« wenn der Ausdruck: 

positiv ist. Derselbe kann aber wie folgt geschrieben werden: 
4(^-tt)a+4ftt+8(f":H»)+(*+w)(«-«)*+9ft«(<-«)«+4«2«3 



woraus faenrorffeht, dass diese Grösse in der That stets positiv 
ist, also die -Gleicmin^ (4), und daher auch dieGileicfaung^'(3) oder 
(2), imiber drei mQgliehe Wurzeln hat. Da ferner der CoetBcient 
▼on z in der Gleichung <4) offenbar positiv ist, «o sind naeh dem 
Descartes'schen Satze die Wurzeln dieser Gleichung zuglefich 
alle positiv. 

Die Bedingung |?^<cr/ fordert, dass z<2 sei. Da in der 
Gleichung (^ der links stehende Theil fCir z^=Q negativ, nämlich 
— 4|»^ und für x:=^i positiv, nSmlich 6(j!> — a^) wird, so liegt eine 
Wurzel zwischen den Grenzen JO und 2, una da das Glied Apfj 
immer ji^rosser als 16 ist, so können zwischen diesen Grenzen 
nicht alle drei Wurzeln enthalten sein , sondern nur eine und zwar 
die kleinste von allen, wodurch die obige Behauptung, dass die- 
jenige Wurzel, welche für die Aufgabe allein in Betracht konunt, 
die Kleinste der drei Wurzeln ist, sich bestätigt. 

Nicolavs Fussbat in den Novis Actis der Petersburger 
Akademie Tom XL 1798. eine Abhandlung *) veröffentlicht, in wel- 
cher er die von Euler gegebene cubische Gleichung in Beziehung auf 
ihre Worzehi untersucht, und auf einem von dem hier «eingeschla- 
genen sehr verschiedenen Wege ebeniälls findet, dass dieselbe immer 
drei reelle WWzeln hat, von denen eine dem vorliegenden Pro- 
bleme entspricht, die andern beiden aber sich auf Hyperbeln be- 
adehen. Um das Erscheinen derselben zu erklären, betrachtet er 
die in Rede stehende Aufgabe als einen besondern Fall dieser 
allgemeinen : 

„jDnter allen durch vier gegebene Punkte gehen- 
den krummen Linien der zweiten Ordnung die- 
jenigen zu finden, bei welchen das Recnteck 
ans d-en Halbazen ein Kleinstes wird'S 

wo jedoch die Parabel wegen ihrer unendlich grossen Axe aus- 
geschlossen ist. 



*) „Dilucidationes super probleniate geometrico de ellipsi minima 
per data qaatuor puncta ducenda. '' 
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Anwendung der Projectionslel^re auf die Aufgabe: 

^yDie kleinste Ellipse zu finden, welche einem 

gegebenen Vierecke umschrieben werden 

kann/^ 

• Aufgabe. 

Zwei einajider schDeid^nde Sehnen eines Kreises 
sind mit ihren Segmenten gegeben^ man sucht den 
Winkel^ unter welchem diese Linien sich schneiden 
müssen, damit der Inhalt des durch ihre Endpunkte 
gehenden Kreises in Beziehung auf den Inhalt des 
Vierecks, welches durch Verbindung dieser Punkte 
entsteht, ein Kleinstes werde. _ 

A u f 1 (> s u n g . 

Wir bezeichnen die Segmente der einen Sehne durch «und ß, 
i 
sem 



die der andern durch v und 5, wo im Allgemeinen «>/? und y> d 
»ein mag, den gesucnten Winkel durch ip, den Inhalt des ent- 
sprechenden Kreises und Vierecks resp. durch K und •/, dann ist 



aß = yd 
und 

K _ (cc-ß)^ + (y- d)g ~ 2 (ct-^ß) (y— d) Cos y + 4^/? Sin y» 
J"" 2(€c+ß)(y+d)Sm(p^ 

welcher Ausdruck ein Kleinstes werden soll. Differenziirt maa 
denselben in Beziehung auf q> und setzt den ersten Differenzial- 
quotienten gleich Null, so ergiebt sich der gesuchte Winkel aus 
folgender Gleichung: 

(I) . . . . Cosec yg { Cos y ' + ^"~ - Jl ~ ^ Cos y^ 

iaß ^ 2aß , 

oder wenn man den Factor Cosec y^ weglässt, aus dieser: 

(11) Cosy.+(2=^^Cos^« 

_ 3|(«-ft.+ (y-^;.H.4.^ («-g)(y-d) 

Im Allgemeinen kann man zwar mit diesem Factor die Gleichung 
.ifi?idiren, alldn in besondem Fällen wird man durch Berücksich- 
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' / ' a:i>4-gg ^tzen, wia man darch eiofacbe Tiraosformatioa fedet; 
also ist nach $.3. 

— äT~a"~ — ^^ ^^ Ci(fl6) + sin ab[kn — Si{ab)]' 

ItVL demselben Resultat ist Seh lo milch auf ganz anderem 
Wege gelangt» in einer Abhandlung «^Sur Tintögrale d^ftnie 

/ g3-:p^e-'^",(Crelle's Journal Bd. 33. p. 325.)*). Seine 

Methode lässt sich^ wenn man einige der im Vorhergehenden ent- 
wickelten Resultate zu Hülfe nimmt, auf folgende Art y^einfachen. 

Schlö milch differenzirt die Gleichung (»=/ ijLjt^ zwei- 
mal nach m, imd findet sogleich 

. Diese Differentialgleichung lost er nach Lagrange's bekannter 
Methode auf, und erhält 

(»=:sinwi(€x + / ^coswiflm) + cosm(e2 — / ^sinwiSm). 

Die Constante €2 ist leicht zu bestimmen; denn setzen wir 

Pl /** 8x 

I — sinmdm=f(m), und machen m = 0, so kommt / ^ a = 

s«-AO) = |, fa=|+AO)> also 



oder 



-coswi3i»)+cosmt-3 — (/(«i) — f(S^)) }, 



/l ^Ä /Vit gil|;2r \ 

— COS m8m) + COS mf-o — / -^xy 

Die Constante Si konnte man dadurch zu bestimmen versuchen, 

8a> /•* xc"'''** dx 
dass man K— = / ^ , 2 entwickelte, und m = setzte; 

allein dann wird ä— unendlich, und dieser Weg fuhrt also nicht 
zum Ziel. Schlö milch hat sich daher a. a. O. einer höchst sinn- 



*) In der zweiten dieser Gleichungen sind dlt Vorzeichen auf 
p. 327. and p. 328. unrichtig. 
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Viereck in ein gleichschenkliges Dreieck verwandelt ^ £o= ergiebt 
sich nur die eine Wurzel 

Cos 9> =: } ^ 

ntso ^:^G0^^ welchem den Sats enthält^ dass unter allen einem 
Kreise eingeschriebenen Dreiecken das gleichseitige den gruss- 
ten Inhalt nat 

Wir wollen jetzt, die Gleichung (II) in Beziehung auf ihre 
Wurzelt! untersuchen. 

84>tzt man Cosqp^O, so ist derWerth des links vom Gleich- c 
heitszeichen stehenden Ausdrucks l 

also positiv^ wenn a — ß und y — S gleiche Zeichen haben , ne- 
gativ, wenn eine von beiden Urüssen + ^nd die andere — ist; 
setzt man Cos 9 = -|~ 1 > s<> "^'^^^ derselbe 



J 



also negativ. 

Für Cos9> = — 1 geht jener Ausdruck in 

, l< («-<?) +(y -3)1* 

tfbfir, ist also positiv, für Co»q)=t-{-<x> wird derselbe 

' ;■ ■ ; I . ■ ■ ■ ■ 

+ x, also positiv 
und für Cosg)= — oc wird er 

— 00, also negativ, 

* ■ ^ 

weslialb eine Wurzel zwischen +1 und —1 liegt; eine zweite 
Wurzel liegt zwischen +1 und +00 und eine dritte zwischen — l 
und — OD. " Diese beiden Wurzeln geben aber Cos 9) > + 1 * also 
für 9> einen unmöglichen Winkel und gehören daher nicht zum 
Probleme, so dass nur die eine, zwischen -{-1 und — 1 liegende, 
für unsere Aufgabe in Betiticht kommt. Dieselbe ist -f wenn cc-^p 
xmAy^S gleiclie, und — wenn sie ungleiche Zeichen haben. In 
jenem Falle erscheint der spitze, in diesem sein Stampfer Neben«* 
Winkel. 

Wenn ntan in dem gegebenen Vierecke ABCD (Taf. IV. Fig. 5.) 
die beiden einander innerhalb desselben in O schneidenden Diago- 
nalen AQ und BD zieht und die Abschnitte ^Or=a, OC:=^hy 
BO=c, ODzzzd setzt, wo im Allgemeinen immer a>6, c^d 
anzunehmen ist, so kann man alle Ellipsen, welche diesem Vier- 
ecke i^mschrieben sind, als Projectionen des Kreises £, und das 
eesebene Viereck als Projection des entsprechenden Kreis vierecki 
«7 Deträditen, wobei zugleich a als Projection von a, AalsPimef^ 
tion von /?, c als Projection von y und d als Projection von er- 
Mlietiitvs«'4isd 
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Ueber einfi^e Ibestliiimte Inte^ale, 
^reiche sich auf die beiden Integrale 

•fe * OB '^ 

zurückfübreii lassen. 

Von dem 

Herrn Doctor F. Arndt, 

Lehrer am Gymnasium zn Stralsund. 



hat bekanntlich einen end- 

liehen Werth^ wenn /7>0 ist, und kann durch die folgende Reihe 
dargestellt werden: 

/P er-'Sx ^. - pl p^ 1 p^ . ^ 



weshalb man es den Integrallogarithmus genannt und durch li(e-~P) 
bezeichnet hat. 

In einer frühem Abhandlung habe ich ferner gezeigt, dass das 

/P cos »17 
da: durch die folgende unendliche Reihe darge- 

steUt werden kann: 

/PCOS^. i^.f 1 P* , 1 _gf X 

„ -"j-aa:=C+/p^2 f^ + j.j;2;;^-.etc., 

wo es besonders merkwürdig ist, dass die Constante mit der des 
InteeraUogarithmus übereinkommt. Man konnte diese . Function 
wohl den Integralcosinus nennen, und Herr Prof. Schjömilch 
scheint diesen Gedanken gehabt zu haben, indem er es durch 
Ci(p) bezeichnete. 
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WO (p den Winkel bedeutet, welchen die beiden Diagonalen des- 
jenigen Kreisvierecks einschliessen, von welchem das gegebene 
Viereck die orthographische Projection ist. 

Wenn nun 

die Gleichuns einer dem gegebenen Yie];ecke umschriebeneYi Ellipse 
ist» der Anfangspunkt der schiefwinkligen Coordinaten in dem 
Durchschnittspunkte O der Diagonalen liegt, und . die Axen deA 
schiefwinkligen Coordinatensystems in diese Diagonalen fallen^ wo- 
bei zugleich die Richtungen a und c als positiv, die von 6 und d 
als negativ anzunehmen sind, so ergiebt sich 

A=cdy C=aby D= — icd(a — b), jB=— la6(c — d), 

Fz=:^abcd, 

während B unbestimmt bleibt. 

Die Gleichung des Kreises K auf schiefwinklige Coordinaten 
bezogen , deren Anfangspunkt der Durchschnittspunkt der Diagona- 
len des Kreisvierecks ist, und deren Axen in diese Diagonalen 
fall^, ist 

(l-5')* + (^-Ä)H2(|-5')(^-Ä)Cos(p=r«, 

wo g und h resp. die Abscisse und Ordinate des Mittelpunkts des 
Kreises, r seinen Radius bedeutet und q> seine obige Bedeutung 
behält. Bezeichnet man ferner die Winkel, welche ^le Diagona- 
len des Kreisvierecks mit der Pro jections-Ebene bilden , in welcher 
das gegebene Viereck liegt, durch S' und X, und die Coordinaten 
des Mittelpunkts der dem gegebenen Vierecke umschriebenen 
Ellipse durch m und n, so ist 

| = arSecö', ^ = mSec'^, 
71=1 if See X, h=nSecX; 

und man erhält : 

A=CosX% 

JB=;+CoS'^CosiLCos9, 

C=Cos'd^*, 

/)= — (m Cos iL — n Cos 9 Cos ^) Cos -^ Cos A, 

E = — («CoS'^ — m Cosg) Cos X) Cos-^Cos X, 

F=»i«CosA2+n«CoS'd^-2iii«CoS'^CosACos9)— r*Cos^CosA2 

Demnach ist 

B^z=i abcd Cos (f^, % 

und man erhält 

B := Cos 9) V abcd. 
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Der Wertb ron B, welcher der kleinsten dem gegebenen Vier- 
ecke umschriebenen Ellipse eDtspricht, ergiebt sich also aus der 
Gleichung ^11) ; man erhält nämnch durch die Substitution folgende 
cubische Gleichung 

(lU) Ä3+(a— 6)(c— rf)fi^ 

3\(a—b)*€d^ic-d)^ab\+iabcd ^ ia'-b)(c-d)abcd ^ 
4 -^+ 2 "'"• 

IMe Euler' sehe cubische Gleichung (2) verwandelt sich, wenn 
man den Anfangspunkt, wie hier geschehen, in den Durchschnitts- 
punkt der Diagonalen verlegt, also dort für a^ y etc. resp. die 
obigen Werthe für ^, C etc. setzt, i^enau in diese Gleichung (III). 
Bei der Untersuchung specieller Fälle wird man auch hier den 
Factor Coseco)^ nicht un berücksichtiget lassen, indem man statt 
Gleichung (III) uomittelbär anzuwenden, dieselbe zuvor durch den 
Factor 



{B-\.%rabcd){B-\fabcd) 

muMpliciren wird. 

Setzt man ad = bc, wodurch das gegebene Viereck sich in 
ein Trapez verwandelt, so ergiebt sich 

— ((a-6)«+ ab) T V ((a— 6)a + a6)2 + 2a6(a— ÄF 
Cos 9= 2ig , 

wo aber nur der erste Wertb in Betracht kommt, da der andere 
{&r w einen unmöglichen Wertb giebt. 

Wenn c=d ist, d. h. ist das Viereck ein solches, in welchem 
eine von J)eideo Diagonalen durch die andere halbirt wird , so er- 
giebt sich 

Cos9=0 und Cos(p=±V {l+l~^\y 

man hat also allein B=ß, indem die anderen beiden Wurzeln aus- 
scheiden, weil q> unmögliche Werthe erhält. 

Die Gleichung der gesuchten Ellipse ist folgende: 

c«a?«+a6^* — c»(a— 6)ar— a6c2=0, 

oder, wenn man den Anfangspunkt der Coordinaten in die Mitte 
der ungleich geth eilten Diagonale .verlegt, wodurch 





X in a: 


+ — - 


b 


übergeht. 


c^x^+abt^^^ 


= c-(? 


±ky , 


und man erhält 


folgenden Satz: 


• 




Theil X 









13 
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*^*^~l . 2....(«i- 1) f f^"" m"^ +iii(m+l) • *** ""mCm+lXm+ä) •*^+-^ 

für ar=x> einen bestlmmteii endlichen Werth — Cr^« eriiSit, der 

vermöge der Gleichung (6) bestimmt werden kann. Mit Hülfe der 

/p ß— *3^ 
findet man nämitch leieht 

OD ^ 

' (— i)m 1 

(d) .... G»-i = i.2.3....(wi^i)(^ + i+* + -- + ;;r^~*^- 

Die Aufgabe ist nun, diese Zahl durch ein bestimmtes Integral 
auszudrücken. 

Nach (c) ist: 

/P e-*dx 1 1 1 1 

■*■ 1.2 (m-2) •/?+ 1.2....(iii-l)^^=='^"^+^* 



wo 2? die Form aip+«2/?* + «3/?' + hat, also für p=0 ve^ 

schwindet. Nun lassen sich alle Glieder linker Hand,, vom zwei- 
ten an, durch bestimmte, von x bis p sich ausdehnende Integrale 
ausdrücken. Denn man hat offenbar 



P Sa: 



/Pdx _ 1 / 

folglich nach dem Vorhergehenden: 

^ Lässt man sich in dieser Gleichung p der Null nähern, \«-obei ^ 
und /(l-f-p) zum Verschwinden kommen, so erhält man die merk 
würdige Gleichung: 

, , fdxr ^-'-i - 1 J_ _i_ . _J L \ 

^^•4 a:La;>»-» +a;'»-2~1.2ar»'-»"'' 1.2.3 "a:«-* ""*'*• 

■ (-l)"»-^ 1 , (-1)" 1 -\ r 

+ 1 .2....(m— 2) • a: + 1 . 2....(m-l)) ' 1 + a:J " *"""» ' 

wo Cm-1 eine numerische Constante bedeutet, die nach (cQ berech- 
net wird. 

Zu bemerken ist noch, dass diese Gleichung fiir m=z\, eineModi- 
fication erleidet; es kommt nämlich, wenn man die obige Betrack- 
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*«+2 (p* + 1) *— 2p« = p. 

f 

kt das gegebene Viereck ein* Parallelogramm , so wird p^zgzJO, 
od die Gleichung verwandelt sich in 

bereinstimraend mit den ooigen Resultaten. 



Nachdem wir die Aufsähe: ««die kleinste einem gege- 
lenen Vierecke umschriebene Ellipse zu finden", ih 
ber allgemeinsten Form ^el5st haben« stellen wir noch einige 
iitze zusammen« welche sich ohne Calcui auf elementare Weise 
lU^n lassen« und zum Theil }n jener Aufeabe enthalten sind. 
Kfir. schicken folgende leicht zu beweisende Sätze voran. 

1) Bezeichnet i den Neigungswinkel einer geraden Linie a 
tegen die Projections -Ebene« und a' die orthographische Projec- 
M dieser Linie« so ist 

a' =^ a Cos t. 

Zusatz. Jede gerade Linie« welche in irgend einem Ver- 
taltnisse getheilt ist « erscheint in der Projection in demselben Ver- 
Utnisse getheilt 

2) Jedes Dreieck ist zu betrachten als die Projection eines 
feleichseitigen Dreiecks, jedes Parallelogramm als die Projec- 
ioD einfes Quadrats« jede Ellipse als die Projection emes 
Ireises. 

3) We«n der Flächen-Inhalt irgend einer ebenen Figur durch 
f, der ihrer Projection durch F' bezeichnet wird« so ist 

F = F.Cosi, 

V« t den Neigungswinkel der zu prcTjicirenden Figur gegen die 
|Projections -Ebene bedeutet. 

Zu s atz. Jede ebene Figur« welche in einem gewissen Ver- 
nisse getheilt ist« erscheint in der Projection in demselben 
rbältnisse getheilt. 

Aos der Lehre vom Grössten und Kleinsten sind folgende efe- 
itare leicht zu beweisende Sätze bekannt: 

1) Unter allen nEcken« welche einem gegebenen Kreise ein- 
|Mchnebeu werden können« hat das reguläre den grössten 
Riehen -Inhalt. 

Znsatz. Das gleichst eitige Dreieck ist das grosste unter 
Wen Dreiecken und das Quadrat das grusste unter allen Vier- 
HkeD, welche einem gegebenen Kreise eingeschrieben werden 

fSDoen. 

I 
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19. ein Kechter ist» so verwandelt Bieb das Parallelograiniii in einen 
Rhombus, dessen Diagonalen die Haupt- Axen unserer Ellipse sind. 
Für a = 6 wird das Parallelogramm ein Rechteck, und man^ er- 
hält, wenn f und ^ die halben Happt-Axep der gesuchten Ellipse 
sind, 

/=:aCosi«V2, 

^=iiSinicDV2, 
woraus die bekannte Eigenschaft 

fg-=^a* Sin i» 
hervorgeht 

Wir kommen jetst zu der Betrachtung der Wurzeln der von 
Etiler anfffestellten Gleichung (2). Ich werde zeigen, dass diese 
eubische Gleichung, auf welche das Problem föhrt. Im Allgemeineo 
immer drei mr»gliche und zwar positive Wurzeln hat, und dass 
diejenige, welche hier allein iu Betracht kommt, stets die kleinste 
von allen ist, während die beiden andern Wurzeln sich auf Kegel- 
schnitte, die nicht Ellipsen sind« bezieben. 

Zu diesem Ende setze ich 

ßz=z\zy/ bacd 

und transformire die Gleichung (2), welche durch Substitution der 
Werthe von «, y, 5, e, f folgende wird : 

. 3crf(fl + ft)* + 3a6(c+rf)* "Aahed ^ «rftrrf(a+6)(e+rf)_*v ,^ 
+ 4 P 2 ^=W- (*) 

in nachstehende : 

«»-^2p^z« + {3(p*-f^^)— 4)z-r.4/i9=0 (4) 

wo 

_ g+ft _ c-{-d 

Das allgemeine Criterium, dass die eubische Gleichung 

drei mögliche Wurzeln habe, ist bekanntlich-: 

^(^J«-4B)>27C*+2J(C(?^^^9^, ^ 
welclies sich für unsere Gleichung in 






▼erwandelt. Da nun sowohl p als g grosser als 2 sind, so wird 
man iml»^« 

wo t= ^, und w = T^ positive GrOssensiod; die'obige 

BeAigiing wird demnach erfüllt, wenn der Ausdruck: 

4 (/*+w«) + 9(^ '+w*) +9fM(f +m)*— 4 tu -iu^-fhi - 32 ««m« 

positiv ist« Derselbe kann aber wie folgt geschrieben werden: 

4(^-«)a+4h«+6(#»J-tc»)+(*+tr)(«-«)«+9fw(«-a)«+4f2«3 

woraas faetvoreeht« dass diese Grösse in der Tbat stets positiv 
ist, also ^e ^lekpun^ (4) , und daher auch die Gleichung -(3) oder 
(3) 9 imiiter drei mOgli^ehe Wurzeln hat. Da femer der Coeracient 
von z In -der Gleichung {4) offenbar positiv ist, so sind nach dem 
Descartes'schen Satze die Wurzeln dieser Gleiehuii^ 'ssuglefich 
alle positiv. 

Die Bedingung j3^<or/ fordert, dass z<2 sei. Da in der 
Gleichung (4) der links stehende Theil für z=0 negativ, nänilich 
— 4ipfgi udA (Or z::^2 positiv, nSmlich Q(p — o^) wird, so liegt eine 
Wurzel 'Zwischen den Grenzen jO und 2, und da das Glied 4pg 
immer erosscur als 16 ist, so können zwischen diesen Grenzen 
nicht ane drei Wurzeln enthalten sein , sondern nur eine und zwar 
die kleinste von allen, wodurch die obige Behauptung, dass die- 
jenige Wurzel, welche für die Aufgabe allein in Betracht kommt, 
die kleinste der drei Wurzeln ist, sich bestätigt. 

Nic<>4avs Fuss-hat in den Novis Actis derPetersbsrger 
Akademie Tom XI. 1798. eine Abhandlung *) veröffentlicht, in wel- 
cher er die von Euler gegebene cubische Gleichung in Beziehung auf 
ihre Wurzeln untersucht, und auf einem von dem bier «ingeschla- 
genen sehr vencbiedeoen Wege ebeniaUs findet, dass dieselbe immer 
drei reelle Wurzeln hat, voo denen eine dem vorliegenden Pro- 
bleme entspricht, die andern beiden aber sich auf Hyperbeln be- 
ziehen. Um das Erscheinen derselben zu erklären, betrachtet er 
die in Rede stehende x\ufgabe als einen besondern Fall dieser 
allgemeinen : 

„IDoter allen durch vier gegebene Punkte gehen- 
den krummen Linien der zweiten Ordnung die- 
jenigen zu finden, bei welchen das Rechteck 
ans den Halbazen ein Kleinstes wird'S 

wo jedoch die Parabel wegen ihrer unendlich grossen Axe aus- 
geschlossen ist. 



*) „DilucidaÜonea super probleinate geometrico de ellipsi minima 
per data quatuor puncta docenda. '^ 
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Anwendung der Projectionsleib'e auf die Au^abe: 

,,Die kleinste Ellipse zu finden, welche einem 

gegebenen Vierecke umschrieben werden 

kann/^ 

•Aufgabe. 

Zwei einajider schneidende Sehnen eines Kreises 
sind mit ihren Segmenten gegeben, man sucht den 
Winkel, unter welchem diese Linien sich schneiden 
müssen, damit der Inhalt des durch ihre Endpunkte 
gehenden Kreises, in Beziehung auf den InhaU des 
Vierecks, welches durch Verbindung dieser Punkte 
entsteht, ein Kleinstes werde. _ 

Auflösung. 

Wir bezeichnen die Segmente der einen Sehne durch a und ß, 
die der andern durch v und d, wo im Allgemeinen a>|? und 7>d 
sein mag, den sesucnten Winkel durch q>, den Inhalt des ent- 
sprechenden Kreises und Vierecks resp. durch K und •/, dann ist 

aß ^lyd 
und j 

K __ (a-ß)^ + (y-^)' - 2 (cc-ß) (y—S) Cos <p + iaß Sin y» 
J"" 2(a+ß)iy+d)Sm(p^ 

welcher Ausdruck ein Kleinstes werden soll. Differenziirt man: 
denselben in Beziehung auf q> und setzt den ersten Differenzial- 
quotienten gleich Null, so ergiebt sich der gesuchte Winkel aus 
k>igender (vleichung: 

(I) . . . . Cosecyg{Cosy' + ^" ^^Jj"" ^ Cosqfl 

" ^' 4^5 ^^*^+ ssr" 

oder wenn man den Factor Cosecy' weglässt, aus dieser: 

(11) co.^^+(^^m:±cos^^ 

3i («~^)^ + (y-ö)^] + ia ß ^^^ (u^ß) (y"^) _Q 
4aj3 ^^ %tß 

Im Allgemeinen kann man zwar mit diesem Factor die Gleichung 
dividiren, allein in besondern Fällen wird man durch Berücksich- 
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Punkte mit |i,i?i,&; &,W»&; ^•«/sife; h>V4ü,i4. w"d zwar in dem 
Sinne, dass li ,1/1 »^ dem Scnoeidepuiikt der Ebenen (2) , (3) und 
(4) entsprechen, und setzt man noch der Kurze, wegen 

jyi^— y32l=ai8 » 21^:3- «8^1 = ftl3 > ^12^3-^8^1=^18; 
«12;»— Jf42^l=öl4 » 21*4 — 2:43:1 = 614 , 0:1^4-^4^1 = ^14; 

. ytf«— 3^8*2= «M » Za^Ta— 2^a:a=:Ä23 , ^2^3—^8^2=^23; 

^2*4—^4^=024 » 22^4 — 2:4a'2=Ä24 * ^2^4— ^4^2=*^; 
»^—»423 = 084 » «3^4-24^S=*34 f ^8y4'-Ä:4y3=Cs4; 

und bemerkt, dass cri2-|-^2i = u. s. w. , so erhält man 

»r ^ «84 + <'4a + «28^ •*34+*«+Ä23 » ^g ^84 + ^42 + ^23 . 

^"^ JV(234) '^1=^ N(2S£j '^^^ 7^(231) ' 

t __Ä J2MjMä8+£A4 ^ « ^41 +^18 +^34 » a <^41 +^18 + ^84 . 

^^'^ N(IM) '^»=^ iV(134) '«=^' ivTisi) ' 

t « ^12 + «24 + «41 • ^^ ftl2+ ^24 + ^41 » _^g ^12 + ^24 + ^ 41 . 

^»=^ ' jV(i24i — • ^=' — wum — ' ^^ i^(i24) - ' 

I. M «28 +«31 +«12 ., . »^+^31+^12 » q ^28 + ^31+^12 . 

^^^ TTHiS) ''^♦^^ iVX123) '^""^^ A(123) ' 
wo 

> ^V(234) =4:^0,4 + 0:3042 + 3:4023 =^2&84+y8Ä4lä+y4*23 

= »8^4 + «8^42 + 2^4^ ; 

iV(134)= jr,a4i +ar^ai^ +0^1034=^8*41 + »4*13 +»1*34 

= 2:3^41 + 2;4<?18 + 2:iC34 ; 

iV(124) = a:4ai2+o:ia24+*2«4i=»4*i2 +yi*24 +»2*41 

=2^4^12 + «l«i4 + ^<^41 ; 

2V(123)=o;| 028 +^2^81 +^saia=Ä*28+3fe*8i +,y8*i2 

= «iCjj + 12^31 +23 C12. 

Bezeichnet P den Inhalt des einen und 11 den des anderen 
Tetraeders, so hat man, ohne Rücksicht auf das^Zeichen , 

•'•=^(«23 + «84 + «4a) +-^2(öl4+ «48 + «81) +0:3 («12 + «24 + «41) 

+ ^4 («13 + «82 + «21)* 

*^=ti(«28 + <%4 + «^) + 12(024 + «43 + «3l) + ^ («12 + «24+ß4l) 

+ ^ («18 + «32 + «2l)* 

NuD ist aber 

_ y ^_6(a?4--a;3)r*.P 

«la -%&-%&- iV(234)iV(134) ' 
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Viereck in ein gleichschenkliges Dreieck veruarulelty soergiebt 
sieh nur die eine Wurzel 

Cos 9 = i, 

hUo (p:^GO^, welches^ den Sats enthält« dass unter allen einem 
Kreise eingeschriebenen Dreiecken das gleichseitige den gross- 
ten Inhalt nat. 

Wir wollen jetzt die Gleichung (11) in Beziehung auf ihre 
Wnrzelti untersuclien. 

S^tzt man Cosg) = 0, so ist der Werth des links vom Gleich- » 
heitszeichen stehenden Ausdrucks 



also positiv, wenn u — ß und y — S gleiche Zeichen haben, ne- 
gativ, wenn eine von beiden Qruasen + ^nd die andere — ist; 
setzt man Coaq>=-\-l, so wird derselbe 

»[(«-^)-( y-^))i 

also negativ. 

Fdr Cos9=: — 1 geht jener Ausdruck in 

■ U(«-ß) + (Y~S)]* 
+ -^ ' 

fibSr, ist aiso positiv, für Cos^^i-H^o wird derselbe 

+ 00, also positiv 

und für Cos g) = — oc wird er 

— 00, also negativ, 

wesüialb eine Wurzel zwischen -f 1 und —1 liegt; eine zweite 
Wurzel liegt zwischen + 1 und + oo und eine dritte zwischen — l 
und — 00. ^ Diese beiden Wurzeln geben aber Cos 9 > + 1 , also 
für 9> einen unmöglichen Winkel und gehören daher nicht zum 
Probleme, so dass nur die eine, zwischen -|-1 und — 1 liegende, 
für unsere Aufsähe in Betificht kommt. Dieselbe ist + wenn a-^fi 
und y'-^S gleictie, und — wenn sie ungleiche Zeichen haben. In 
jenem Falle erscheint der spitze, in diesem sein Stumpfer Neben* 
Winkel. 

Wenn nian in dem gegebenen Vierecke ABCD (Taf. IV. Fig. 5.) 
die beiden einander innerhalb desselben in O schneidenden Diago- 
nalen AC und BD zieht und die Abschnitte AOzrza, 00^=6, 
BO=c, ODzzid setzt, wo im Allgemeinen immer a>6, e><£ 
anzunehmen ist, so kann man alle Ellipsen, welche diesem Vier- 
ecke umschrieben sind, als Projectionen des Kreises K, und das 
geffebene Viereck als Projection des entsprechenden Kreisvierecks 
7 oetrachten, wobei zugleich a als Projection von a, öalsPime^^ 
tion von fi^c, als Ppjection von y und d als Projection von er- 

scinlitty sii'Älss -: 



> 
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b 
^ a 



y 

s 



1 ac 



g^aetst >retden datf. 

Betehbntt man den Inhalt dee) gegebenen Viereclu AB€D 
.durch t utld den Inhalt einer ihm umschriebenen Ellipse durch £, 
80 ist offenbar 

K E 

J t 

also, wenn man den Winket , unter welchem die Diagonalen des 
gegebenen Vierecks einander schneiden, durch a bezeichnet, 

II 

H^ 
C/> 

9 

8 

I 

Ä 

KL 



D 




S>|ä.l 



I 




I 

I 

I 
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WO (p den Winkel bedeutet, welchen die beiden Diagonalen des- 
jenigen Kreisvierecks einschliessen, von welchem das gegebene | 
Viereck die orthographische Projection ist \ 

Wenn nun j 

die Gleichung einer dem gegebenen Viei^ecke umschriebene'n Ellipse 
ist» der Anfangspunkt der schiefwinkligen Coordinaten in dem 
Durchschnittspunkte O der Diagonalen liegt, und die Axen des 
schiefwinkligen Goordinatensystems in diese Diagonalen faUeo,. vro- 
bei zugleich die Richtungen a und c als positiv, die von 6 und A 
als negativ anzunehmen sind, so ergiebt sich 

A=^cdy C=abs D='^icd(a — 6), £=— ia6(c — d), 

Fz^^abcd, 

während B unbestimmt bleibt. 

Die Gleichung des Kreises K auf schiefwinklige Coordinaten 
bezogen , deren Anfangspunkt der Durchschnittspunkt der Diagona- 
len des Kreisvierecks ist, und deren Axen in diese Diagonalen 
fall^, ist 

a-5^)* + (^-Ä)*+2«-5^)(t?-A)Cos9)=r«, 

wo g und h resp. die Abscisse nnd Ordinate des Mittelpunkts des 
Kreises, r seinen Radius bedeutet und (p seine obige Bedeutung 
behält. Bezeichnet man ferner die Winkel, welche die Diagona- 
ien des Kreisvierecks mit der Projections-Ebene bilden , in welcher 
das gegebene Viereck liegt, durch d' und X, und die Coordinaten' 
des Mittelpunkts der dem gegebenen Vierecke umschriebenen 
Ellipse durch m und n, so ist 

| = arSec^, ^ = mSec'^, 
72=ySec)l, h-=nSecX; 

und man erhält : 

^=CosX«, 

Ä==+Cos'^Cos>LCosg>, 

C=Cos'^«, 

D= — (mCosA — fiCos9Cos^)Cos'^CosA, 

E= — (nCoS'^ — mCos9)Cos>l)Cos'&CosA, 

F=m«CosA*+n«CoS'^«-2mnCos'&CosXCos9— r*Cos4>aCosA2 

Demnach ist 

B^ z=z abcd Cos 9*, ' % 

und man erhält 

B = Cos fp V abcd. 
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Der Werth yon B, welcher der kleinsten dem gegebenen Vier- 
ecke umschriebenen Ellipse entspricht^ ergiebt sich also aus der 
Gleichung ^11) ; man erhält nämach durch die Substitution folgende 
cubische Gleichung 

(III) B^+(a'~b)(c—d)B^ 

3\(a--b)*cd+(c—d)^ab]+iabcd^ , (a^b)(c-d)abcd ^ 
j B + :-2 =0. 

Die Euler' sehe cubische Gleichung (2) verwandelt sich, wenn 
man den Anfangspunkt, wie hier geschehen , in den Durchschnitts- 
punkt der Diagonalen verlegt, also dort für a, y etc. resp. die 
obigen Werthe iür A, C etc. setzt, cenau in diese Gleichung (lil). 
Bei der Untersuchung specieller Fälle wird man auch hier den 
Factor Coseccp^ nicht un berücksichtiget lassen, indem man statt 
Gleichung (III) unmittelbar anzuwenden, dieselbe zuvor durch den 
Factor 



(Ä+ yfabc.d){B - Sfabcd) 

multtpliciren wird. 

Setzt man ad-=-bcy wodurch das gegebene Viereck sich iu 
ein Trapez verwandelt, so ergiebt sich 

^ — ((o-6)2 + ab) T V ((«— 6)2^+06)2+20^(0— Ä)ä" 
Cos ^> = z^ , 

wo aber nur der erste Werth in Betracht kommt, da der andere 
filr m einen nnmCglichen Werth giebt. 

Wenn c-=^d ist, d. h. ist das Viereck ein solches, in welchem 
ebe von J>eiden Diagonalen durch die andere halbirt wird , so er- 
giebt sich 

Cosg?=0 und Cos9 = ±V {l + l"^^}; 

man hat also allein ^=0, indem die anderen beiden Wurzeln aus- 
scheiden, weil 9> unmögliche Werthe erhält. 

Die Gleichung der gesuchten Ellipse ist folgende: 

c«ar« + a6^* — c« («— 6) :» — o6c« = , 

oder, wenn man den Anfangspunkt der Coordinaten in die Alitte 
der ungleich getheilten Diagonale ;v erlegt, wodurch 

, ii — b 
X m x-\ 7,— 

übergeht, 

c^x^\abfz:^i^ ^«±iy . 

md man erhält folgenden Satz: 

Theil X 1*5 
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and hflchstens drei zu drei liegen, eine Ciirve doppelter itrfim- 
mong ^er dritten Ordnung. - 

Der Punkt D^ beisse e« als Durchschnitt der Strahlen 6, ^i; 
ein Punkt tn der Curve, Durchschnitt von ;/£, 7/?| , nähere sich dem 
c ins Unendliche; so wird die Sekante em oder mx allmählis In 
die Tangente für e üher^rehen, und gleichzeitig in mit e^ 9»j mit «i 
zoBainmenfallen« Also ist der dem gemeinschaftlichen Strahle e 
beider StrahlbOscliel entsprechende Strahl e^ Tangente der Curve 
im Punkte Dx* 

Es sei e diejenige Ebene des Ebenenbiiscbels Hy welche den 
Strahl t mit seinem entsprechenden e^ verbindet; und es sei t^ 
die der e entsprechende Ebene in 1\. Da jede durch e-i gehende 
Ebene bereits die beiden längs e^ vereinigten Punkte der Curve 
enthält» so muss jede noch einen dritten Punkt derselben enthal- 
ten. Es sei ;r dieser dritte,' der Ebene e^ zugehörige Punkt; so 
liegt derselbe entweder auC der Geraden e^y oder irgend wo aus- 
serhalb e^ auf Cj , oder föllt mit e zusammen. Im ersten Falle aber 
wilrde^ einem von e verschiedenem Strahle x ein mit e^ identischer 
Strahl Xx entsprechen , was unmöglich ist ; im zweiten würde dem 
in Ci liegenden Strahle x^ ein nicht in z lie<'ender Strahl x ent* 
sprechen» was gleichfalls unmösclich; also fallen auf f^ drei Punkte 
in e zusammen, und es ist £| äie Berühningsebene in Z>|. 

Lehrsatz 1. 

Sind im Räume zwei collineare räumliche Strahl^ 
bflschel in beliebiger schiefer Lage gegeben, so gibt 
es in denselben unzählige Paare entsprechender Strah- 
len, welche einander begegnen» und zwar bilden die 
Dnrchschnittspunkte aller dieser Strahlenpaare nebst 
den Mittelpunkten der beiden Strabibüschel eine Curve 
doppelter Krümmung der dritten Ordnung, und diese 
irird in jenen Mittelpunkten von denjenigen Strahlen, 
deren entsprechende sich vereinigen, und von denjeni- 
gen Ebenen berührt, deren entsprechende den gemein- 
schaftlichen Strahl mit den betreffenden Tangenten 
verbinden. 

1* Dem Ebenenbüschel 2( von D entspricht in D^ ein Ebenen- 

' AiZschel % » dessen Achse e^ » und der mit ersterem in Ansehung 

der entsprechenden Ebenenpaare er, /?, y, d.... und a^, ^|, y^y ^i.... 

Srojektivisch ist; also bilden die Durchschnittslinien cf^, öj, c^, eZ|.... 
er entsprechenden Ebenenpaare Linien, welche, wie oben ge- 
zeigt» cicn Punkt D^ mit sämmtlichen Punkten der Cur^'e ver))in- 
den, einen Kegel des zweiten Grades K^, welcher auch die Strah- 
len ^1 und e enthält und liings den Str<)hlen e^ ^^^^ ^ bezüglich 
von denjeTÜgen Ebenen e^ und s' berührt wird, denen in D und 
jDj die Ebene ee^ (^ "^^ ^i') ^»ntsjiricht. Aus demselben Grunde 
bilden auch die den' vorigen entsprechenden und nach denselben 
Punkten der Curve gehenden Strahlen a, b, c, f/.... einen Kegel 
zweiten Grades AT, welcher Ifings f und ^bezüglich von zwei 
Ebenen q>' und g>i berührt wird, denen in u^ ^"^ ^ ^^6 Ebene 
ff\ iSP'L ^°^ ^ entspricht. Diese beiden Kegel haben also einen 
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Die in Rede stehende Curve — - man mag nun ihre Erzeugung 
durch rfiumÜGhe StraJhlbflschei oder durch zwei Kegel im Auge 
haben — bat grosse Aehnlichkeit mit derjenigen ebenen Curve, 
wdche durch avrei projektivische ebene Strablbüschel und zugleich 
Buch durch den Schnitt eines Kegels mit einer Ebene erzeugt 
wird. Man kann sie daher , um sie einerseits Ton den ebenen 
Schnitten des Kegels dritten Grades, andererseits von der Durch- 
schnittslinie zweier beliebiger Kesel des zweiten, welche eine 
Cnrye doppelter Krümmung der vierten Ordnune ist und durch 
rfiumiicbe Strahlbiiscfael von höherer Yerwandtschaft erzeugt wird, 
m unterscheiden, den räumlichen Kegelschnitt der drit- 
ten Ordnung heissen.^ 

Dass der letzte Satz auch umgekehrt gelte, hiervon wird man 
•ich mittels des Ebenenbüschels 31 leicht fiberzeugen können. 

2. Es seien jetzt 31, 3(i irgend zwei entsprechende und in 
«Dem Punkte D^ sich treffende Strahlen von I), Di; so bilden 
die denselben angehurigen entsprechenden Ebenenpaare der rftum- 
lichen Slrahlbüschel zwei Ebenenbfischel 31, 3fi, welche in An- 
«ehuDji^ dieser Ebenenpaare a, ß, y, d.... und «i» j^» 7i, d^.... pro- 
kktivisch sind. Also bilden die Durchschnittslinien von er, «i ; 
P» Ä 9 y»Jfi9 ^» ^ einen Kcffel zweiten Grades K^, welcher 
ittch die Strahlen A, ^i enthält und z. B. längs 31 von deijeni- 
gea Ebene berfihrt wird, welche, der Ebene TiHi von Di ent- 
sprechend , den Strahl 31 mit der Tangente f verbindet. Bedenkt 
Bun nun noch, dass man die Ebenen a, ai; ß,ßi,.., erhält, wenn 
man die Punkte a» b.... der Curve mit den Geraden 31, 3^1 ver- 
bindet, und dass die Curve in jedem ihrer Punkte nur eine ein- 
lAge Tangente hat^ so gelangt man zu folgendem merkwürdigen 
Srae: 

Lehrsatz 3. 

Ein jeder Punkt eines räumlichen Kegelschnittes 
dritter Ordnung ist der Scheitel eines Kegels zweiten 
Grades, dessen Strahlen nach den übrigen Punkten, 
und dessen Berü'hrungsebenen nach den Tangenten 
der Curve gehen. 



Punkte Z>, Di sind also keine eigenthiimlichen Punkte 
[ der Cnrve; vielmehr wird der Punkt />2 ^^^ ^^^ Kesel K^ die 
nSmlicben Eigenschaften haben müssen, als D und K oder Di 
unA Kx 9 unter anderen folgende : 

Lehrsatz 4. 

Je zwei Punkte eines räumlichen Kegelschnittes 
dritter Ordnung sind die Mittelpunkte zweier collinea- 
ren r&«milichen Strahlbüschel, und zwar sind die nach 
einerlei Punkten und Tangenten des ersteren gehen- 
den Strahlen- und Ebenenpaare entsprechende Ele- 
mente der letzteren. 
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ten mystischen Seefasecks liegen die drei Geraden, in denen sieh, 
die drei Paar Hauptgegenflächen eines solchen 6 -Flachs schnei- 
den, in einer und derselben Ebene. Legt man also durch a and 
bf b nnd e, c und dy d nnd e vier Ebenen aby bc, cd, de, so er- 
hält man als Darchschnittslinien von ab und de, bc und v zwei 
Gerade p nnd g, und legt man durch letztere eine Ebene pgr, so 
schneidet diese die Ebene cd in einer Geraden r, und verbindet 
man r mit a durch eine neue Ebene an, so schneidet diese diei' 
in dem Strahle n, welcher durch den gesuchten Punkt n geht. 
Auf gleiche Weise findet man auch den Strahl Ui und somit den 
Pmikt lt. 

Am £inCEu;hsten wird es sein, statt im Räume , in einer der 
Ebenen (Taf. iV. Fig. 7.) zu operiren^ welche drei der Punkte 
4« bf c, 0, z. B. b^ c, 0, verbinden. Nämlich: hat man die Ge- 
ndeo DDi, Da und />i,a gezognen ^ weiche diese Ebene in den 
Punkten (eJFi)« d' nnd ai' schneiden, und ist {n'nx) der Durch- 
•chnitt dersdben Ebene mit v, so ziehe man die Geraden d'b, 
bc, ä>9 De; den Durchschnitt q von n' und bc verbinde man mit 
dem Durchschnitte p von a'bund Oe durch eine Gerade, und den 
Ponkt t, wo letztere die cD trifft^ mit dem Punkte a' durch eine 
lodere Gerade; so trifft letztere die n' in einem Punkte n'. So- 
dann ziehe man die Gerade ai'bj {CLi'b), welche die Öjfi (De) in 
P| schneidet, verbinde Pi mit qi (q durch eine Gerade und den 
nmkt c^, wo letztere die qDx (cD) trifft, mit ai durch eine neue 
Gerade; so schneidet letztere die ni (oder n') in einem Punkte 

Ä'. ffndlich. verbinde man im Räume den Punkt D mit W , den 
Ulkt J9| mit tti durch zwei Gerade n und ni ; so schneiden sich 
i| diese in dem gesuchten Punkte n der Curve. 

p) Um die Tangente der Curve im Punkte n zu finden, kon- 
■troire man cUe beiden Ebenen, welche den Kegel K längs n, Ki 
Ibgs nx berühren; so ist sie deren Durchschnittslinie. Bedenkt 
■in nämlich, dass bei einem, einem Kegelschnitte eingeschrieben 
WD Fünfeck die Tansente in der einen Ecke die Hauptgegenseite 
dieser Edce in einem Punkte trifft, welcher mit den Durchschnitts- 
Hnkten zweier anderer Seitenpaare in gerader Linie liegt, und 
iierträgt man diese Eigenschaft auf das dem Kegel K eingeschrie- 
lene ^nf- Flach, dessen Kanten der Reihe nach n, a, b^ c, d 
idn mögen, so findet man die erstere von jenen beiden Beruh- 
-iiDgsebenen, wenn man noch die Ebene nd legt, welche die ab 
^Ik der Linie s schneidet, diese letztere mit dem bereits gefunde- 
^lioi Dmrehschnitte r von cd und an durch eine Ebene verbindet, 
iMd doreb die Gerade t, wo letztere die bc schneidet, und durch 
p.l lehne neue Ebene legt; diese nämlich berührt K längs n. Die 
rtl ädere Berährungsebene ergibt sich auf hhnliche Weise. 
kl In der Ebene der Punkte b, c, D ist zu dem gegenwärtigen' 
^1 breche nur noch Folgendes hinzuzufügen. Man ziehe die Gerade 
«|0n', welche die a'b in & schneidet, sofort die Gerade sr, welche 
ie bc in t schneidet, und verbinde t mit n' durch eine Gerade. 
fnedemm ziehe man ^iHi', welche die ai'b] in Si schneidet, so- 
iirt Sitfl, welche die bc in ti schneidet, und verbinde tj^ mit n^' 
liireh enie Gerade. Endlich verbinde man den Durchschnittspunkt 
ier Geraden tn' und titxJ mit dem Punkte n dureh eine Gerade; 
u Ist letztere die gesuchte Tangente. 

Theil X. 14 
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also 

/•» a:«-a;»ft 11 1 

folglich 

dir(a+l) „11 1 . fya*-i x'^\^ 

Nub iSsst sich beweisen, dass das Integral 

för £=QD verschwindet Denn d^ von den beiden Factoren unter 
dem Integralzeichen ar*—^, 9 == "r/"" rZT" ' ^®'' eriste sein Vorzci 

chen (-|-) zwischen den Integrationsgrenzen nicht ändert, so ist 
bekanntlich ^ssilf/ a?*Hj9ar=üf .^i wo ilf eiper dee Weräie ist 

welche die Function op erfangt, indem ix von. 6 bis 1 dich stetig 
ändert. Alle diese Werthe sind aber endlich, was fiir jedes x, 
das < 1, von selbst erhellet, und für a:=\ auf bekannte Weise dar- 

- 1 

gethan wird; folglich bleibt M endlich, also verschwindet Üf-r ^ 

k=z(x>, d. i. r=:0 für k=(x>. Nach dem Obigen ist also: 



X 



/N Sir(a + l) 1 1 ■ Iwz- ^ 

Bezeichnet man den Ausdruck rechter Hand durch A, multiplidrt 
die für jedes endliche k geltende Gleichung ■ . ■ '^ ■ ■ — ^zz^l+r mit 
da, und integrirt von a=0 bis a=^a, so kommt 

ir(a + l)=zj Ada+j'^TBa. 

Setzt man nämlich ^r3a=i/;(a), so wird^ röo = if'Ca^ — '^(O); 
aber nach dem Taylor'scheh Satze 

wo ^ zwischen und 1 liegt, also\ß=ai/;'('&a). Da nun V(^ 



2Si 

= —K — (nach der Differenziation d'a statt « gesetzt), und —k — 

= r ist; da ferner nach dem Obigen r fiir jedes (j, wenn ä;= oc, 
%'erschwindet, so muss auch /2 für k^^oo verschwinden. Demnach 

lst,/r(<2-f^lj|=:;= / "-43a(>fc==:oo), oder, wenn man die Integration 

ausführt. 

Daraus ergiebt $ich sogleich 

12 3 k k^ 
(c) ^(« + l)=(«+i)(a+2)....(a+it)<*=*>' 

Bekanntlich geht die Constante des Integrallogarithmus C her- 
vor aus -^ ö ^, wenn man in diesem Ausdrucke c=0 setzt; 

CO :T:- . . i : '..;./' 

nach (a) ist also 



1^48 soBst auC minder strenge Weise dargethan wird. 



l ^- 



'.I 



I 

Zwei fintwickeliin^eii des tiestiminteii 

Mnte«rais T\^-^ydx. 

W' . ■ . ■ I, 1 ... 

Von dem 

Herrn Doctor F. Arndt, 

Lehrer am Gymnasium zu Stralsund. 



Lejeune-Dirichlet's interessanter Beweis des Eegendi*^- 
«chen Theorems über Eulersche Integrale der zweiten Art (Crelie'js 
Journal Bd. 15. p. 258. ff.) kommt der Hauptsache nach darauf 
Unaus, darzuthuD» dass die Ableitung 
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oder, a^ statt x gesetzt, 

s=-nC+nJ^ (~-^-^--)3a:. 

I 

Zieht man von deJ letztem Gleichung 
ab^ 80 kommt 

wo das Integral sich leicht UDbestimmt entwickeln, und dann zwischen 
4m Greiizeii und 1 nflimen lässt. 

Ein dritte Weg ist folgender. Unter Anwendung der bekann*- 
ten Formel 



Sirja) f^/i ^«-^\. 



findet man leicht 



oder, :r'» statt a: gesetzt. 



"o V;i l_a«/ 



• \ 



Zieht man ' von 
ab, so erhält man 

dir(na 



dieser Gleichung ?-':^=/;(« _^)a^ 



Ä~ 






Sa » - 



also eine von a unabhängige Grösse. Uebrigens ist das in dieser 
Gleichung rorkotnmende bestimmte Integral bekannt. Eine sehr 

ettifache Entwickelung desselben ist folgende. Für /—=:? wir4 

•^ ,£ . % z 



/ 
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in welchem dieser letztere von der betreffenden Tan- 
gente des ersteren berührt wird. 

Aufgabe. 

An sechs im Räume beliebig gegebene Ebenen 
einen excentrischen Kegel dritter Klasse zu legen, 
nämlich: a) für jeden Punkte welcher auf der Durch- 
schnittslinie zweier der sechs Ebenen liegt, die durch 
ihn gehende dritte Ebene der Curve; j3) di^ Tangen- 
ten und y) die Berührungspunkte der Curve in diesen 
Ebenen; d) die Ebenen der Curve, welche durch einen 
im Räume beliebig gegebenen Punkt gehen, und insbe- 
sondere ^) diejenigen, welche mit einer gegebenen Ge- 
raden parallel sind, zu finden. 

Lehrsatz 6. 

r 

An sechs im Rnume beliebig gegebene Ebenen, von 
denen keine vier durch einerlei Punkt gehen, lässt sich 
allemal einer, aber auch nur ein einziger eKoentrischer 
Kegel dritter Klasse legen. 

Lehrsatz?. 

Sind im Räume sechs beliebige Ebenen gegeben, so gehen 
von einem beliebigen Punkte des Raumes nach den Durch- 
Schnittslinien jener Ebenen 15 neue Ebenen; je fünf 
dieser letzteren, welche nach den Durchschnittslinien 
einer der sechs ersteren mit den fünf übrigen gehen, 
umhüllen einen bestimmten Kegel zweiten Grades, im 
Ganzen sechs Kegel; und diese letzteren werden nicht 
nur paarweise von den 15Ebenen, sondern alle zugleich 
auch noch entweder von einer oder von drei besonde- 
ren Ebenen berührt. 

Lehrsatz 8. 
(Ohne eigentliche Reciprocität.) 

Unter allen excentrischen Kegeln dritter Klasse 
besitzt nur derjenige eine unendlich entfernte Ebene, 
und daher auch eine dergleichen Tangente und Berüh- 
rungspunkt, welcher von zwei Parabeln erzeugt wird. 



\ 



'■ .j ■• • . 
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sein 



in muss» aber, die gafaze vorhergeh^U^ jBetrachtang hat zur 
Dothwebdiffen Voi^säetzang, dass.n eipe piiji}tfte ganze Zahl 
ist, und die Gleichung (a) bedarf desnalb mit Rücksicht auf ge- 
brochene n einer besondern Untersuchung ;': Zti, den! End^« wdrde 
ich ini Folgenden zwei Entwickeiungen der Gleichung 

wcilche atm' (d) durch die Substitution tön ad^ 'itakt ä: hl»t^oi^ebt; 
inittheilen, welche die Richtij^keit derselben fiir dep Fall, dasei (i 
eine positive Grösse und tx eine positive, aber sonst beliebige 
Zahl ist, ylfrbiirgen. Die in Rede stehende CHeichune Ist- Üfovi* 
^^ns bekannt^ die Art ihrer Entwickelung mir aber nidbt.gegeiir 
wärtig.r Leitet man sie rilc'ht getvobnnch näcbi 'eitii&ni , dem Obi- 
gen well0idit ähnlichen Verfahren u^jsi;. Zuziehung 4er G^ma* 
funjDtioneo ab? 

Noch öine B6irterkmi^,''bet^i' ich zum Belveise sehireite. Die 
leiden Theile^ in welche das Integral (6) zerle^^..^^i^d^ kano^ 
nSmIich 






etind 60 bedchaVen, dass das, erste Integral in das zweite übergeht, 
wenti as^ statt x gesetzt wird ; allein man darf nicht schliessen, dass 
das Integral' selbst verschwindet; ;ein solcher Sehliiss wäre nur 

z^lässig, yrenn daa Integral y j^ 8a? einen .e«idl[phen Werth 

hätte, wab nicht der Fall ist. Ueberhaupt darf man ^ nach einer 

Bemerkung von Di richtet, die bieideii Theile de^ Integrals 

1 * 

nicht verschiedenen Transformationen unterwerfen , vfenq einer der- 
selben diiten nnendlichen oder unhestimmten Werth hat. 



M 



Erste Methode, das bestimmte. intibgral 

/ zü 'entwickeln. 
Der Werth von cd für a=l ist leicht zu entdecken; es ist 
nämlich /(i:^- - J^) 8a: = i/. (t^)' , also 

wo n positiv sein muss, damit or" filir ar=: verschwinde. Setzen 
wir nun 

Theil X. IT 
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X und $ die mittlere harmoDische Proportionale zu construiren; 
man könnte diess auch zwischen %c und « , Zx und s y oder ^ x und « 
u. s.' f. 9 überhaupt zwischen irgend einer Linie z und «, voraus- 
gesetzt » dass z auf bekannte Weise von x abhängt , also etwa 
%z:zi\f{x) ist. In dieser Allgemeinheit aufgefasst, würde nun die 
Aufga.be lauten : 

Es wird die Gleichung derjenigen Curve gesucht, in 
welcher die über der Apscisse x stehende Fläche u, die 
Ordinate y und die Subtangente s durch die Relation 

mit einander verbunden sind, wobei (p{u)\ind.H>(x) zwei 
wiilkührliche Funktionen erster Diniension bezeichnen. 

Die Gleichung (1) lässt sich auch in der folgenden Gestalt 

oder, nach Multiplikation mit y^ in der nachstehenden 

darstellen, und fuhrt in derselben sogleich zur Differenzialgleichung 
der gesuchten Curve. Da nämlich 



M = / ydx 



ist, so folgt umgekehrt 






Ferner gilt zur Bestimmung der Subtangente einer Curve die Formel 
woraus man sogleich erhält 

Substituiren wir jetzt die unter (3) und (4) gefundenen Ausdrficke 
für y und ^ in die Gleichung (2) , so wird 

s 

dhi . 1 du 



du_ 2 /duV 

do^ "^ t/;(a;) dx"^ g>{u) \dx/ 
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odex 



wobei der Bequemlichkeit wegen 

^=--J-T, ü=-^. (6) 

geset^ worden ist. ^ Dslb Integral der Differenzialgleichung (5) 
wQrde uns nun u als Funktion von x, also etwa u=F(x)-{'C 
geben» wobei die Constante so bestimmt werden muss, dass filr 
x=0 auch tf=0 wird, und darauf hätte man, um die Relation 
zwischen v und x zu finden, blos eine simple Differenziation no- 
Ihig, nSrntich zufolge der Gleichung (3) wäre y = F' (x). 

Die Integration der Differenzialgleichung. zweiter Ordnung und 
zweiten Grades, auf welche wir in mo: (5) gekommen sind., würde 
sehr leicht sein, wenn das Glied auf der rechten Seite =0, die 
Gleichung also von der Form 

wäre; denn man hätte dann fur-T- = t<': 

t + ^-=0 ■ (7) 

oder 

dw ^j 

— = — Xdx, 
w 



ho 



= — / Xdx-^-Consi, 



V oder, wenn man den constanten Faktor mit x bezeichnet> 

dv 



dx 



z^ne-f^^ <8) 



und hieraus wäre v durch eine neue Integration leicht zu entwickeln. 
Da nun die Gleichung (7) bis auf die rechte Seite formell mit der 
zu integrirenden identisch ist, so liegt die Vermuthung sehr nahe, 
dass auch ihr Integral von ähnlicher Form sein werde ; wir setzen 
daher conform mit (8) 

£=KC-/V.I« (9) 

aber mit dem Unterschied^, dass wir hier unter % nicht eine Con- 
stante, sondern eine erst noch zu bestimmende Funktion von x 
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V. 

oder u verstehen. Durch Differenziatiou von (9) ergiebt sich nun 



^Ce-')«-'-. 



oder, wenn man fiilr die Exponentialgrosse ihren Werth aus Nio. (9) 
suWituirt, 



dhi /f/x ^ y\ 1 du 



Sehreibt man noch-^ . ~3r^^ T"' ®^ ^^^ 



dx^ 



^ ^du 1 d%f^du^ ..^. 



S^qII nun die Gleichung Nto. (9) In der That daö .erste Integral 
von der Differensialgleichung (5) darstellen, so muss die Gleichung 
(10) mit der in (5) identisch seih; da auf der linken Seite diese 
Identität bereits statt findet, so brai|chen wir blos die rechten 
Seiten zu vergleichen, und daraus erbalten wir 

\ du „ 

d. h. eine Gleichung, welche zur Bestimmung von % dient, nämlich: 

— = üdu, 

/x = / üdu + Const j 

wobei zur Abkürzung e^^*^^= C gesetzt worden ist. Substituiren 
wir den Werth von x in die Gleichung (9), so wird 

oder 

du.e-f^^^^Cdx.e-fX^^y 

und da hier die Variabelen getrennt sind, so ergiebt sich durch 
Integration 

rdu,e-f^^=zC r dxe-f^^'^C (Ü) 

als vollständige Integralgleichung der Differenzialgleichung (5). Nach 
geschehener Integration lost man sie nach u auf, bestimmt die 
willkiihrlichen Constanten so, dass sich u mit x gleichzeitig an- 
fmlKrC m4 «fhäjt dann die sesuehte Gleichuns zwischen v und sT 
l^UWaUeitterFemel 
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Als erstes Beispiel betrachten wir die Spezialtsirung 9 (u)^ », 
^(a:)=iF, also 

M X. 

* 

Es giebt dasselbe 

-/l7d«=/Q,-/jCrf*=/(l); 

ufid folgiieli iat die Integralgleidiung (11) 



fdu\,=cfd.\^C 



oder 

uod wenn wir C'= — a^O^h setzen: 

l 

t*= 7T~> 

wobei in der Tbat t«^0 ist ßir a?=0. Nach (1!^) ergiebt sich nun 

6 

^ a:(a — hlx)'^ 

als Gleichung derjenigen Ci^rve«; iQ welcher die Coordinaten mit 
der Fläche u und der Subtangente'« durch die Relation 

verbunden stnd^ wovon man sich £^uch leicht a posteriori über- 
zeugen kann. 

Pfir9(w)=— > i(^(^)=^* wo n eine von der Einheit ver- 
schiedene Zahl bedeutet 9 wird 17:;=:? — ,JC=.— , und folglich 

Die Integralgleichung (10) geht dabei m 



fdu^=cfda:^+C', 
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oder 



^ ' +C' 



über, woraus man fär 



sehr leicht 






«--=^114^ (i3). 



findet. Hierdurch bestimmt sich dann u und y sehr leicht Die 
zugehörige Relation zwischen x^ y, u, s \si 



-«= 1 y 



oder 



uud es ist also in diesem Falle u einem Rechtecke gleich > wel- 
ches die Ordinate zur einen und die mittlere harmonische Pro- 
portionale zwischen Abscisse und nfacher Subtangente zur anderen 
Seite hat. Für n = 2 giebt diess z. B. 

wobei u mit x gleichzeitig verschwindet, und femer 

-^""3\ x^(a-bx)*' 

Giebt man den Constanten a und 6 spezielle Wertbe, so ergeben 
sich besondere Formen anserer Curven; z. B. aus (13) für o=0 

1 



__^ /a?»— ^\2»— 1 



woraus man'durdt Differenziation nach x und fiir 

\aj n — 1 

sehr leicht erhält: 
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2n-l 



/.^l— 2» 



n — 1 ' -^ 

also CuTven^ welche unter das Geschlecht der Parabeln gehören, 
wenn l>2ft ist; ßir n=l bt z. B. 

und in der That wird hierdurch die Gleichung (14) för n = i be- 
friedig; för n=:| erhält man die sogenannte Neil'sche Parabel, 
die Evolute der Archimedeischen. 



Vebnnirsaufgralben fttr Schftler. 

Von dem 

Herrn Professor Dr. O. Schio milch 

\ 

an der UniTercität zu Jena. 



Man soll die folgende Regel zur Beurtheilung der Convergenz 
oder Divergenz der Keihe 



beweisen. Wenn die Reihe 

conver^irty so ist diess auch mit der obigen der Fall, und wenn 
die Reihe 

«1 I «g , «3 , 
«o + «i M6 + «i+Ma «o + ««i + «<a + ««8 ' 

divergirt, so divergirt auch die anfangs genannte. 



Von dem Mittelpunkte eines dreiachsigen Ellipsoids sind Per- 

Sendlkel auf die Tangentialebenen desselben gelallt; man soll nun 
ie Gleichung derjenigen Fläche aufstellen , welche die Fusspunkte 
jener Senkrechten in ihrer Continuität erzeugen. 
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Miscelle 



Ueber den Brinkley' sehen Satz vom Mantel des schiefen 

Cylinders. 

Von 

dem Herausgeber. 




Brinkley hat die folgende Bestimmung des Mantels des 
schiefen Cyiinders tnlt kreisfunniger Basis gegeben^ welche, so 
einfach und so leicht sich ganz von selbst darbietend dieselbe 
auch ist, doch verdient, allgemeiner bekannt und bei dem Elemen- 
tarunterrichte benutzt zu werden , da sie auch sehr wohl eine ganz 
elementare Darstellung gestattet. Dieselbe scheint fibrigens von 
dem genannten Mathematiker schon vor längerer Zeit gegeben, und 
nur erst jetzt in einigen französischen und englischen Journalen 
von Neuem hervorgehoben worden zu sein. Bei dem geometri- 
schen Elementarunterrichte ist es wohl manchem Lehrer schon 
eben so unangenehm , wie oft dem Verfasser dieses Aufsatzes , 
wesen, in der Lehre vom Cy linder sagen zu mössen«. dass die 
Stimmung des Mantels des schiefen Cylinders in den Elementen sich 
nicht geben lasse und nur durch Kunstgriffe der hnhern Mathematik 
möglich sei, überhaupt den Anfänger ohne alle Auskunft über die- 
sen Gegenstand lassen zu müssen. 

In ^laf. IV. Fig. 9. sei ABA'B' der durch die Axe eines schie- 
fen Cylinders geführte, auf seinen beiden parallelen Grundflächeo 
senkrecht stehende Schnitt. Legt man nun durch die beiden Punkte 
B und B' zwei auf der Axe des schiefen Cylinders senkrecht 
stehende Ebenen, so erhält man den zweiten geraden CyQndiär ' 
BCB'L'y und aus dem Princiirder Symmetrie erhellet auf der 
Stelle, dass die beiden krummflächigen Mäntel der Körper ABC [ 
und A'B'C einander gleich sind, der schiefe Cylinder ABA'B' ■■ 
und der gerade Oylinder BCB*C also offenbar gleiche MänM \ 
haben, so dass folglich, wenn wir die Mäntel dieser beiden Cylin- '^ 
der respective durch M und tH bezeichnen, '^v 

M^va 

ist. .Die Grundflächen des geraden Cylinders BCß^Cf sind aber 
Ellipsen, deren grosse und kleine Axen, wenn die Halbtfiesset der 
Grundflächen des schiefen Cvlmders durch r, und der Neigangs- .' 
Winkel seiner Axe gegen seuie Grundflächen durch / bezeichnet \ 
werden, wie sogleich in die Avgen fallen wird, respective 
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2r and 2r siii J 

sind. Die Hohe des geraden Cylinders BCBfC ist der Seite s 
des schiefen Cylinders ABA'B' gleich. BezeichDeu wir nun den 
Perimeter einer Ellipse, deren Axen überhaupt a, h sind, durch 
Per. Ell. (jiyb), so ist offenbar 

m=s.\ Per. Ell. (2r , 2r sin J) \ ; 
also nach dem Obigen auch 

ilf=s.tPer. Ell. (2r,2rsin,/)|. 

Ist nun aber h die Höhe des schiefen Cylinders ABA'B' , sp ist 

A = 5 sin J, 
und folglich 

2r:2rsin,/=:5:Ä=l:s!nt/, 
oder 

2r:j = 2rsin«/:Ä. 

Daher sind zwei Ellipsen, welche die grossen und kleinen Axen 
' 2r, 2r8m J und jr, h haben» einander ähnlich, und es ist folglich 
offenbar auch 

Per. Ell. (2r, 2rsinJ):Per. Ell. (5, /0=2r:5, 
also 
i Per. Ell. (2r, 2fsinJ)t=~tPer. Ell. (5,*)}. 

s 

Fdirt man diesen Werth von 

Per. Ell. (2r,2rsinJ) 

fai den obigen Ausdruck von M ein> so erhält man sogleich 

üf=2r.lPer. Ell. (j,A)}, 

d. h. der Mantel eines schiefen Cylinders mit kreisfSr- 
■ iffer Basis ist einem Rechtecke gleich, dessen Grund- 
linie und Höhe der Durchmesser einer seiner beiden 
gleichen Grundflächen und der Perimeter einer mit 
seiner Seite und Höh-e als Axen beschriebenen Ellipse 
sind; welches der Ausdruck ist, auf den Brinkley die Bestim- 
moDor de^ Mantels eines solchen Cylinders gebracht hat. 

Bemerken will ich nur noch . dass man bei der obigen Darstel- 
lang auch die Anwendung der Trigonometrie odef' vielmehr Gonio- 
metrie, d. h. den Gebrauch des durch sin / dargestellten Verhält- 
nissexponenten, leicht ganz vermeiden kann. Die grosse und kleine 
Axe der Grundflächen des geraden Cylinders sind nämlich offenbar 
Aß nnd BCy also ganz wie oben 

rn = *.{Per. Ell. {AB, BC)], 

und folglich, weil M=^)Xl war, auch 

üf =«.{Per. Ell. (AB, BC)]. 

Ans einer ffanz einfachen Betrachtung der ähnlichen Dreiecke 
AJBC und BB'D folgt aber augenblicklich 

AB:BC=BB!:B'D=:s:h 
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oder 

AB:s=::BC:h, 

Folglich ist offenbar 

Per. Eil. {AB, BC):Per. Ell. (s, h)=AB:s, 

also 

AB 

Ver.Eü. (AB, BC)z=^— [Per, Ell. (*,A)!, 

uDd daher nach dem Obigen 

iI!f = ^^.{Per. Ell. (5,A)1, 
oder 

^ilf=^lß.{Per. Ell. (BB', B'D)], 
oder auch 

üf=2r.{Per. EH. (s, A)}, 

fänz wie oben, woraus denn auch wieder. der obige Brinkley'scbe 
atz folgt. 

Theoretisch genommen hat übrigens dej Brinkley'scbe Satz 
nach meiner Ansicht nur wenig Werth, da er die Rectification der 
Ellipse voraussetzt, die ja bekanntlich nur durch anendliche Reihen « 
möglich ist. Aber um dem Anfänger wenigstens eine deutliche 
Ansicht zu geben, worauf es bei der Bestimmung des Mantels 
eines schiefen Cylinders eigentlich ankommt, ihn überhaupt nicht 
ohne alle Belehrung über diesen Gegenstand lassen zu dürfen, wie 
bisher beim Elementarunterrichte immer geschehen ist und ge- 
schehen musste, scheint mir der Brinkleysche Satz In der Tbat 
sehr geeignet zu sein. Vielleicht werden auch andere Lehrer den- 
selben künftij^ bei'm Elementarunterrichte zu benutzen und in den- 
selben einzuführen angemessen finden. Der Umfang einer Ellipse 
lässt sich ja wenigstens mechanisch mittelst eines um dieselbe 
gelegten Fadens messen, was man in der Praxis vielleicht selbst 
seiner Berechnung aus den beiden Axen vorziehen dürfte. 

Die Formel für den Mantel des geraden Cylinders folgt übri- 
gens feicht aus dem Brinkleyschen Satze, da für diesen Cylinder 
s=zh ist, also EU. (s, h) in Ell. (A, A), d. h. in den mit der Höhe 
h als Durchmesser beschriebenen Kreis übergeht, folglich 

Per. Ell. (s,h) = hn, 

und daher nach dem Obigen 

ilf = 2r . hn= Irhn = 2r7r . h 

Ist, welches ganz mit dem aus den Elementen allgemein bekann- 
ten Ausdrucke übereinstimmt. 
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Sind ferner a und 6 beide negativ, 'so ist offenbar, weil der 
absolute Werth von a grOsSer als der diwolute Werth von 6 ist, 

UD(I nach^^er Grfeichung 7) ist 

. also 

. V=A{b-a)+iB (62— o«) + J C(6«— a')i 

Ist ferner a negativ und 6 positi?» so ist offenWr 
und nach der Gleichung 7) ist 

also • ) , ' 

V^A (b -• ä) + ^«(Ä^r-«^) + 1 0(63 - «sjj^ 

Da nuO unter den g^hiachtep VoriEiussetzun^ed^, ausser den so 
«ben beträditeten drei ^Iten eibi anderer Fall nicht weiter vor- 
l^ommen . kann 9 so ist Yüllig allgemein .. r, * 

«der 

■ » 

9) F=(6-a)U + iÄ(a + 6) + iC(a«;ha6rf6»)l, 
■.'••■■ : . ' ■ ' ^." ' ^ 

M'elche Gleichungen mit d<sn in II. gefundenen .Gleiebungen 5) und 
6) völlig übere^nstipimep s hier aber ganz eiementiaur bewiesen sind; 
und ich zweifle ilurchaus nicht > dass dieser Beweis we^en seiner 
Lieichtigkeit und Einfachheit zur Aufnahme in dlf Elemente ganz 
geeignet Lat; ' . ! ". . ' * 

^ '■ ' 

IV. 

Die drei in der Gleichung 

^ Fs=A + Bx+Cx^ 

vorkommenden Constanten A, B,. C kann maU nun jederzeit be- 
stimmen, wenn man für drei beliebige , aber bestimmte Werthe 
a, ß, y der Entfernung x die entsprechenden Werthe Fa, Fß, Fy 
des FiächeninhaRs dej^ Qüeerschnitts Fx kennte ind^erm man w&col- 
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lieh zur Bestimmung der drei in Rede «tehenden Constanten ä» 
drei folgenden Gleichungen des ersten Grades: 

Fa=A+Ba+Ctfl, 
Fß=A+Bß+Cß», . 
Fy=^A+JSY + Cy* 

bat. Lost man aber diese drei Gleichungen nach d^ cevriil» 
liehen Regeln der Algebra in Bezug auf A, B, C als anfifekaiifeti 
Grössen auf, so erhält man nach leichter Rechnung fiSr A, B,C 
die folgenden Werthe; 

^- («_^)(j3_y)(y_«) 

,„, ] „_ (ß*-v^)Fa + (Y^-»*)Fß + (a*-ß^r, 
r- (ß-r)Fa + (7-a)Fß + (<'-ß)Fr . 
oder, vrie sich hieraus leicht ergiebt: 

^ - (a-|3) («-y) T (/S-«)(^-y) "*" (^«)(y_/J)- 
*" ^ ^ ^- . («-^)(«^) {/3-r«)(/3-y) (y^«)(y_/J)' 

^= («-^)(«-y) + (ß-cijiß-y) ^(y-«Hr-ßi' 

Führen wir diese Ausdrucke von A, B, C in den Ausdruck 
9) von V ein, so erhalten wir: 

j^^|^t|Jy-iOS+y)(a+6) + U«H«&+6«)1 



oder 



11*) 7-^ = 

^ (y-<f^-y) ' «MC«-»:^)(«.f ^)+ KaHoH 6*)}. 



oder 
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C^=9,(0)-y^*i^-Ay)|8y. 

Obrch die beiden Amiihmenf(^)=£g'^^ and fiy) = ■ ^j[^-^ 
BAMt m&b also, wie vorher ,- 

/*® 1 öl/ 

Üffterattehee wir jetzt die sich aas I. und 3., oder aus 2. dfid 4., 
ergebeode Differenz 

Ci - C=y^* (r-f-cody) ^. 

Man «etze für— das bestimmte Integral / <r-^dtf, und kehre 
die Integration um; dann Icommt 

* (\ — C= / (6-»— cosy)3y / e-»»3ii 



=: / hl I («-» — cosy) 6—«» öy. 



NuD ist 



folglich 



tad 






Da endlichy][j-p^ ^ j^) 8ii=/(l+ii) -4/. (1 f t£^)= J/. ^^±^, 

•o ist offenbar / \^—. |—i — 5)Sm=0, d. i. Q — C=0, oder 

(\ = C. Demnach ist 



15^ 
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wo C=aö772156.... ist. 

§. 2. 

Wenn im vorigen Paragraphen auch hinreichend dargethaD Ist, 
dass C-=Cist9 so will ich doch eine Bestätigung dieser Wahr« 
heit auf anderem Wege geben, der uns zu einem merkwürdigen 

Ausdruck der Function — g fuhren wird. 

Bekanntlich entwickelt Lejeune-Dirichlet jyT dadurch, 
dass er den Ausdruck P(a)=/ .r«-ig— '3ar nach a differenzirt, 
wodurch r'(a) = 1 a^-'^e"* Lcdx kommt, nun für te das bestinmite 

t/ 

"»OD Qy 

(ß-y— c-*»)-^ setzt, und die Integration umkehrt; 
statt dessen nehmen wir die Gleichung 



/** cosy 






■::a 
zu Hülfe, setzen also r'in)^^^ afl-^e'*dx f £2?y=5?!!S^. 

= / / ^""^ e~* (cosy — cosa:^) 8a:. Beachtet man nun, dass 

^-ig-«eosy3a:=cosyr'(a), und 



ist, so kommt 



r 



'(«) _ /** /„„« „ cos(aarctan gy)\ % 

1 

j 

Bekanntlich ist nun die Constante des Integrallogarithmus C iifk\ 

Werth, welchen g för a=l erhält; also wird die vorhc^ 

gehende Gleichung für a=] folgende: 



— / 



(1+»')* '» 



Nun findet man- leicht, dass ^5^^=|^= j-j— , ist also wild ,£' 



N 
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^=-/*G"^y-TT?) 



3y 

9 

y 

tmd wenn man diesen Ausdruck mit 4. vergleicKt^ so kommt Ci^zC. 

Herr Prof. Schlumilch ist in einer Abhandlung ^^Notes snr 
quelques Integrales defin ies'' (Grelle' sJourn.Bd.33.lp. 316.) 

Mf die Function C + J/ ./>« — | . -^ + ^ l~f "^ "" ®*^' geführt wor- 
den; ich wtiss nichts ob er bemerkt hat, dass^ dieselbe gleich 

/ ^3y ist Ich werde im Folgenden die Schlumilchsche Be- 

leichnung, wählen^ nach welcher 

C+i/.p»-i.^ + J.y^f^-etc.==C»(;?), 
M) das« also auch 



§. 3. 
! Ueber die Integrale ti= / ; , t? = / i — • 

Wird x^=^ay gesetzt» so kommt 

y*® cosa6 y8y Z*® sin ahydy 

-"ThT'^Vo "1+7"' 



ftms 



oder fär 06=111: 

sin7iur8:r 



^^ /•• coswiarSa? _^ Z*® ^irnnxdc 



« . - _ . - /•®coswi(;/— 1)8«/ 
Setzt man ferner l+a:=y, so kommt u=z f ^ -9 

= / ^ — ^-2, folglich durch Auflösung des Cosinus und 



/•* cosmf/8v . . P Bmmyr, 

tcrrcosm/ ^-^ + smm/ ^0^, 

%J \ y J \ y ^ 

/•* sinm^d^ . /•* cosmv8v 

Ji y Ji y 

/^ cos TltfiOV 
^-^ in §. 1. und §. 2. 

ifatidDett und gleich -^CMm). Was das andere betrifft, so Ist 
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wo J» positiy 13*. Das Integral / . ^'" ^^ Sy ist eine durch JR^ihc 

eot^Fickelbare TrsoscendeDte» weldhe l^chjip milch a. a* 0« durc 
SUjfd bezeichnet^ ^o das^ 

tet^ Demb^h Mt 

— Tj^ =;= — cos in Ci(m) + sin m { Jtt — iSi{m) ] , 

y^®'sin7/M?ö^ 
I , = 8\nmCi(m) + cosm{i7C—Si(m)]; 
o J+^ 



oder auch 



6. 



/ cos hxuüc 
j2 — =— cos ab Ci(ab) + ein a6{i« — 5i(a6)} 

/** !E*£^ _ sin aÄ ft- («6) + cos oÄ 1 4w - Sf («6)} 

(a>0, 6>0). 

Diese beiden Integrale sind einer sehr bemerkenswertheii Tran 
formatioD iahig, welche wir im nächsten Paragraphen versuche 

Da -4~=/**6-(^+«)«Sm, so ist /"^-^^a^r 
a? + a t/o t/o ^ + « 

%J Q \/ O %J O t/ O 

(die Integration ist umgekehrt worden). Setzen wir also /l[a:)=cosi 
oder f{x)=^smbx^ und beachten, ciass 

er-^ cos bxdx= IzlLÜ^ * / e""**'sin6ar3a? = pj7-5 

ist, so erhalten wir 

OD a:e-*^^dx P^ cosbxdx 



.^^6^ -Jo 



x-\-a 






oder '* * — ' * 

18) F=±^(^-«)i3m»-^(o« + a6+6»;|. 
Auch ist ' Jjli/) :• • • 

und folglich :•> ,,. 

»'s* -r ■.'.; .. ..'i ..... . .!.•< 

«TMS 

19) r=±S(A-a)|3m«-|(a«+*») + 4(6 - o)«|. 
•Setzen wir aber 



^=^i::::ä(^*-Ä*); 



m* 



«o ist 



_w« 



o« + Ä«=2m*iF T («* + 1^*). 



«» 



aläo 

. f '' . i ;'•'-..■: . . , •'. < . - . ■ ■ > , • '. 

- 20) r*i:^,(*-*a){<t-«)»±3^(««+jP)}.' -' 

•.II., . »I:.;. . . •. •■-••. ■■..•.. ■ • . • :> 

Für die' Küeel ist m=n zu setzeii' uiid in der vörhergeliendeD 
Gleichung das obere Zeichen zu nehmen; also 

. 21) F=J^(6-a){(6-a)a+3(a«+i52).}, . 

eine aus den Elementen der Stereometrie hinrelchetid tiiikaooie 
Formel.'-' - ■ • 

3. Die Gleichung der Parabel ist bekanntlich 

• : . : ..,-.'■ ' . '■ . ■ ■:'.:. ^ ■ :•■■» 

WO p den Parameter bezeichnet; also ist f!i|r das durch Uiddrehuog 
der Parabel um ihre Axe entstandene Paraboioid in Bezug auf 
den Scheitel als Pol offenbar - 

, . . . . 
wo jB eine Constante bezeichnet. Daher ist 

Theil X. 18 



•>, ■ 



i 
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reichen 9 aber freilich auch sehr künstlichen Methode ^ welche ziem- 
lich weitläufige Rechnungen erfordert, bedient; kürzer gelangt nian 
so zu dem Werthe von Si, Man setze in der Gleichung (47) m= cd; 

dann geht / dx über in / da:=rr, und der Factor 

von cos 71t verschwindet. Femer muss auch od nir m=:oo ver- 

y^QD '1 

c~"»*8a?=ilf. — , wo ilf einer 

der Werthe der Function ^ , ^ von x=0 bis ar=X', also offene 
bar endlich ist. Daher ist nach (g) 0=sinm{ai -|-9(^)}(''^=^)' 
qi(m)=: / —cosmdm, also fi + 9(«)=0, «i^^ — ^C^»)* 



wo 



fo=sinm/ 8a: + co»m( 2*^/ "IT' )' 

Beachtet man nun^ dass nach dem Vorhergehenden f 

y^"»cos^ 1 m« , 1 wi^ ^ ^n,., V ' 

so kommt I 

-j-T— 2-=sinwiCi*(m) + cosm{4jt---jSt(w)}, | 



^2_i_^a ableitet. 



i 



1* 



1 



1 1^ 






^ 

1 



• . 1 ■" • ■! 
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«rgiebt Folglicb ist nach ^)< 

■ • ■ • 

25) T^= ^lP-r^(o+ft)) 

•S^tzt man a=^ß^ ß=b; so ist 

a— •(« + W ;=^r i(*T-«) ; 

folglich nach 25): 

Ö6) F=t:^(ft^a)(f\i + ft). 

Dass bei dem Paraboloid diese Formel auf der Stelle zu dem 
Ausdrucke 23) fübrt^ f&llt sogleich m die Augen. 

Wären die Queerschnitte constante Gruben, und folglich im 
i^llgemeiDeA 

80 weiss man aus der Lehre vom Prisma ^i dass schon ein^Quiier*- 
scfanitt zur Inhaltsbestimmung hinreicht» indem das Prodiict des- 
«lelben in d^e jQofie dies Körpers bekanntlich dessen Inhalt giebtt 

5i. Di0 eidabder entsprechenden Winkel aller parallelen 
9«eev8chii(tte elMs Obelisken *) sind otfenbar sSmmtUcb einander 
^Idi. utid die'Whikel der einzelnen , QoeeMobnitte kennen daher 
Ifep jeden Obeliibken al9 constante Grössen -betrachtet werden 

* ' Sei Btfr^ o:^ idte Entfernung eines- Queerschnitts Fx des Obelis- 
ken von deijenlgen seiner beiden Endfläciben,* welche die kleineren 
Seiten hat, una A sei die Hübe des Obelisken. Ferner seien mf 
und m" zwei einander parallele Seiten der beiden Endflächen des 
Obelisken, so dass w! <^m" ist,, ulid m sei die denselben parallele 
Seite des Queerschnitts Fx\ so erhellet mittelst einer sehr ein- 
ftusben geoiinetruioben Betrachtnag auf der Steife die , Richtigkeit 
der Proportion 



1:1 '. , ■ ■ j r 



■ < i 



aus^ wdcher ferhet söglefdi "- /'. ; *' ; 

, . m" — m' 
m=m i T X 



■^F*^"^'^^— ■»»-•^ 



♦> A«*ir. Tw;jx..$'."8a..;^' ';.; ,\ ,.;,'. ■ 
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folgt. Weil nun h, m', m" ftir jeden Obelisken als constante Grus 
sen za betrachten sind, so ist m, und eben so natürlich auch 
jede andere Seite des Queerschnitts Fs , eine ganze rationale alge- 
nraische Function des ersten r Grades von x. Aus der bekanoreo 
allgemeinen polygonometrisch'en Forroel f&r den Inhalt leder ge- 
radlinigen Figur geht aber hervor, dass der Flächeniubalt Fx alle 
Seiten der entsprechenden Figur nur in der zweiten Dimensioii 
enthält, d. h. bloss von den Producten dieser Seiten, zu je zweien 
mit einander verbunden,, abhängt, wobei man die schon vorher 
gemachte Bemerkung, dass hier die Winkel der Figar als coo 
staute Grossen zu betrachten sind, nicht zu übersehen hat. Hält 
man dies mit dem Qbieen zusammen, so ergiebt sich auf ganz m- 
zweideutige Weise, oass im vorliegenden Falle fV eine ganzf 
rationale algebraische Function des zweiten Grades von o: ist ^ 
und dass folglich der in IV. bewiesene allgemeine Satz auch auf 
Obelisken Anwendung findet. 

Sind also F, F', F^ respective die unt^e ^"^^*^*'** ^ 

mittlere Queerschnitt, die ^^^^J^ Endfläche eines Obelii^ktin, i sehe 

Höhe, und wie gewöhnlich V s0\n körperlicher Inhalt; so ist 
nach 12) : 

■ 27) V;:=^lk(F+iF' -^F''), [''■''■''' ■' 

welche Formel ich fSr die bequemste zur Inhaltsbestimmung eiues 
Obelisken in der Praxis halte, und mich daher bei d^ -Äbleitmis 
des im Archiv. Tbl. IX. S. 85. von mir bewiesenen Koppe'schee 
Ausdrucks für den körperlichen Inhalt des Obelisken aus dersel* 
ben jetzt nicht aufhalten will. 

Ueberhaupt werden die vorhergehenden Beispiele schon hin 
reichend sein , um die grosse Fruchtbarkeit' des in IV.' bewiesenes 
allgemeinen Satzes bei der Inhaltsbestimmung der Körper zu lei- 

§eta. Man kann diesen Satz auch^ bei der Bestimmung des iDhJte 
er Fässer und anderer Körper mit Vortheil in Anwendung bni' 
gen, was weiter zu entwickeln mich jedoch für jetzt zu sehr t«I 
meinem 'eigentlichen Zwecke abführen würde, Vnd auch- filgfidi 
dem eignen Nachdenken des Lesers überlassen werden kann. 



VI. 

Es erhellet leicht, dass sich die vorhergehenylen BetradUm- 
gen veraligemeinern lassen. Nimmt man nämlich , um noch, eineB 
Schritt weiter zu gehen, an, dass diQ Queerschnitte eines Körpers 
£^anze rationale algebraische Functionen des dritten Grades m 
Entfernungen von einem gewissen bestimmten Punkte ab Pol 
seien, und setzt demaiufolge im Allgemeinen 



*) Einer ganz ähnlichen Betrachtung hat «ich auch Briz a. a. (K 
S. 137. und S. 138. bedient, und das unmittelliar Vorhergehende ift m 
Wesentlichen ganz von ihm entlehnt, nur etvas allgemeiner ^ehalte 



5 

a 
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so gelangt man durch gane ähnliche Betraohhiogen wie ofien und 
mit Anwendung analoger Bezeichnungen leicht zu der Gleichung 

29) V^ A (ft-^) + JA (6«-a«) + J C(*'-ö3) + i2>(64u-^4) ^ 

.''»•'■• . ''I"*'# « i"." -'".1 

oder 

30) F= 

(6-ö) { i< + lB(a+b) +lC(aHab+b^) + lZ>(aHa«Ä+aÄ«+6») ). 

Die vier in der Gleichung 

Fs=J+Ba:+Cx^ + Da:^ 

enthaltenen Constanten A, B, C, D kann man aber ans vier den 
gegebenen Entfernungen a, ßy 7* ' ^om Polo entsprechenden 
Queerschnitten Fa^ Fß, Fy^ Fd bestimmen^ indem man zwischen 
den vier in Rede stehenden Constanteii^ wenn vier solcher Quieyr^ 
schnitte als gegeben betrachtet werden, die vier fofgenden Glei- 
chungen hat: ^ , 

F« = J + Äa + C««+Z>a», 

Fß = A+Bfi+Cfi^+Dfi^, 

Fy = A + BY + Cf+I}f, 

Fd = A+BS+ CS^+D6\ 

Um diese vier GleicÜnngen in Bezug auf A, B, C, D als un- 
bekannte Grosse^ aufzulösen , eliminire man zuerst A. Dadurch 
erhalt man 

B(«-/S)+ C(««-/S«) + D(a»-ß*) = F„ - Fß, 

,,, .. ;: 'B(y^;9)+c(:^-n+ i»(r»-4^= p^-Pr, . ; ■,:.;: 

also 9 wenn man diese Gleichungen nach der Reihe vaü'a^ß', 
ß—y, y — d dividirt: 

■ • * 

u — p 
B+C(? + Y) + D(^+ßy+r^) = ^^^f^. 

B+ dy-tS) + Z>(,>*+ya+ S^ = \Zi' 

ElimiDirt man jetzt fotner B, so erhSlt man 

. C(«-y)+/){«*-y«+/J(a-y)i 
,'.-■:.•'• 0»— y)F.^-(y^«)F/^+(«-<?)Fy 



t'. 



'<. 
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'''^'>-l.2....(»«-l)tf*~m*+^i(^+i)''** ~m(m+l)(i»+^>^+'J 

für a:=:QO einen bestimmten endiicben Werth —d»«i erhält , 'der 
vermöge der Gleichung (A) bestimmt werden kann. Mit Hülfe der 

findet man nämlich leicht 



OD *^ 



(d) .... G»^i = i.2.3....(m— l)(^+'+* + -- + ^r:^'"^- 

Die Aufgabe ist nun, diese Zahl durch dn bestimmtes Integral 
auszudrücken. 

Nach (c) ist: 

/v er^dx 1 1 1 1 

. (— i)m-a 1 (_ l)m-« 

+ l.l....(m-2) •];+ 1.2....(m-l)^^~ ^"^+-^* 

wo 2? die Form aip-|-ö^*+ «3/?* + hat, also für p=0 ver- 
schwindet. Nun lassen sich alle Glieder linker Hand,, vom zwei- 
ten an, durch bestimmte, von x bis p sich ausdehnende Integrale 
ausdrücken. Denn man hat offenbar 

/vdx _ 1 fP dx 1 

folglich nach dem Vorhergehenden: 

^ Lässt man sich in dieser Gleichung p der Null nähern , wobei ^ 
und /(l-J-») zum V ' ' ^ ' 
würdige Gleichung: 



und 1(1 -{-p) zum Verschwinden kommen, so erhält man die merk 
Gh 



. . f^dxf i-'^i - 1 j L-._l L f 

■*'1.2....(m— 2)*a; + 1.2....(m-l))'l + a:J""^'*-i' 

wo Cm-i eine numerische Constante bedeutet, die nach (d) berech- 
net wird. 

Zu bemerken ist noch, dass diese Gleichung fär 7n=l eine Modi- 
fication erleidet; es kommt nämlich, wenn man die obige Betraeh« 



237 

tung für dieseö Fall aufmerksam verfolgt^ und beachtet, dass Co 
die CoDstante des iDtegrallogarithmas (c) .ist: 

(e') .... .^'|(e-x_^=C 

( l)m-l 1 

In dem Falle «1=2 endlich kommt das Glied r^k — r sr . — , 

1 . 2....(»»^2) a 

gar nicht vor; es ist vielmehr 

Was die Werthe Ci, C^ C^, u. s. w. betrifft, so kann man aus 

(cQ leicht eine Recursionsformel dafSr entwickeln. Bezeichnet man 

neulich die absoluten Werthe derselben durch kleine Buchstaben, 

11 1 ^ 

so kommt leicht Cm---: Cm-i =— • fo — z: * oder 

♦ 1 1 

Da C=:0,57721566490i ist, so findet man 

C=:0,577215664901, 
a =0,422784335099, 
ci=0,461392167549, ' ' 
Ca = 0,209352944735 
u. s. w. 

Diese Zahlenreihe nimmt ziemlich schnell ab ; übrigens ist mit 
Ausnahme von C die Zahl c^ am grussten, von c^ an aber findet 
fortwährende Ä.bnahme statt, wovon man den Grund leicht ein- 
sehen wird. ' 

I 

II. Von dem Integral^ ^gm-fi ^^' 

CO *^ 

man leicht ^ 

/? cosa:8ar _ 1 cosp 1 /*P sina? ^ 
^ l?^+r-- "2m']^2^""2m^ x^ ^^' 

Man erhält femer 

/P sina? ^ _ 1 sinp 1 fP co&x ^ 

, „' a:*»^^""''2m-l>a*-i+2»i— 1-4 x'^^^^^' 

Die Substitution dieses letzten Ausdrucks in den vorhergehenden 
giebf die Reductionsformel 
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/P co» ar . ___ 1 co»p ' t Btnp 

und dordh saccessive AnTi^ndung derselben kommt 

fv cos X Q __ J^ cosp 1 giop 

W .4 ^ä^+i^^— ^2m' jo«« +(2m— l)2m>«-»-i 

1 COSp t SihjEI 

' "•" (2m-2) (2m— l)2m 'pa»»-« "^ (|2m-3X2m--2)(2w— 1)2/» >*»-3 

o. $. w. 

(-— 1)"» cosjg (^l)w4^ ffinp 
+ 2.3.4....2rÄ ' />2 Tl.2.3....2m * p 

1.2«3....2m «(5 a; '^ 

/J) cos «17 
^3a: findet 

man das Integral linker Hadd von folgender Fofru; 

+ «o'p + *2/>* + 64p* + etc. , 

und zwar 

(—1)111+1 1 

0?)... C'am=i,2.3..,.2w^+^ + ^ + '-+2;Ä""^' 

dfe übrigen Coeffici^nten findert man eiflfacirer durctk did onbo 
stimmte Integration des Dlfferebtials 

a:2m+iC<>s^-;|.am+iU -1.2+ 1.2.3.4^®*^*^' 
auf diese Weise erhält iftan nämlich sogleich: 

W--^ J2ShFi***^- ^ 2"» "" 2iii;|2« + 1 . 2 • (2m-.i) />««-« 
'~lTä::3(2wi^4)/>a™--4+eta+j 2_(2^_2)'2iri« 

(-.l)m (^l)m+l (__l)m+2 

+ lX::2^» + i.2....(2m+2) '*y'+ 1.2....(2m-h4> '^^' + ''^ ^"'^ 

11 1 

DrücktmanitH«, wlevdrher, die Glieder - c^ ' ^m * O ^ (^m-2>jg«>»- ^ 

n. 8. w., i '2 2m ^ durch bestimmte Integrale aus^ dfe sich i^on 
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X bis p ausdehnen^ bringt dieselben auf die linke Seite» oad 
lä£»t dann p sicli der Null nähern , so erhält man: 

f'dxr' cosa:-! 1 1 1_ I , 

'^•So' xL o:«« + 1.2' a:2«»-2"^l. 2.3.4 >2»»-4 + ;- 

— ■^1.2....(2m-2)a:2"*"1.2....2m T+aJ'^^^'^' \ 
Für 7n=0 bat man besonders zu beachten: 



(*') J "^(cos^—rqp^=^» 



nod fiSr m=l 



(^>--( ^V— ^+172 rM;==^*- 

Die absoluten Werthe der Grössen C^m sind^ wie aus (ß) er- 
hellt, mit den Grössen c^m identisch» 

III. Von dem Integral / — äm"^^* 



Da die Betrachtungen in Bezug auf dieses Integral den vor- 
hergehenden ganz analog sind» so darf ich mich jetzt kurz fassen. 

/p sin Ulf 1 sm tf 
1 cosp £ /*!» sinj? ^ / - 



flau zu 
^ /*jP sju^A sinp cos» 

( — 1)°* siny (^^l)m-|-i /»p cosj? ^ 

+ l-2.3....(2»ir-l)' p .'''l.2.3...»(2m-l)-Jo o? ^^' 

daraus femer 

■"^ 1.2.3 * (2m--i>/j««-4^ ••• +1.2....(2>ii-a) ' 2j^+ 1.2....(2iii-l/^ 

(_l)m (-«l)m+l 
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(—1)"' 1 

(c) ^'''a«-i=i.2.3....(2m-^l)(^ + i+5+"-+2;;ji^ 

Endlich kommt 

^^••••fc xLa:^'^ a:2«-2 + 1. 2.3*52^=4 "■•••• 

^1.2....(2m-3) a:2 + l.2....(2m-l)*l+arj-"^ •*-"»' 
und insbesondere: 

«•••• /■|(=^-rb)='i"=-<'-'5 

= -0,42278433509«.- 



Veber eine f^e wisse Klasse 1»estiiiiiiiter 
Integrale, liei welciien die Function 
unter dem Inteip*alzeiclien, fOr einen 
IBVertli der Teränderliclien zwiscben 
den Int;eip*altonsi^enzen unendli<dt 

wird. 

Von dem 

Herrn Doctor Fl Arndt, 

Lehrer am Gymnasium zu StraUund. 



Im VII. Bande des Archivs p. 270 ff. hat sich Herr Professor 
8 dl 1 Sin i Ich mit den bestimmten Integralen: j "'^«ZTT*' 

^_^. ' '§'. beschäftigt, und folgende Werthe gcfanden: 
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(a>0, b>0). 



^xsmbxda: n 



ImCrelle'schenJournal. Band33. hat dieser ausgezeichnete 

Mathematiker denselben Gegenstand von Neuem aufgenommen und 

durch eine zwar weitläufige , aber sehr sinnreiche Methode auch 

1. j« ^»7 41. f'^xcosbxdx , f^sinbxSx .^ ,^ 
noch die Werthe von .J ^ — -^ und / — ^ — T «"nittelt 

Es finden sich dort die Formeln 






— a__ 2 == — cos a6 Ci(ab) — sin ab Si(ab)» 

^asinbxBa: . , ^., ^, . 

—2 2~= — Bin ab Ciiab)^ COS ab Si(ab) *). 



le 



Ich werde diese vier Integrale nach einer von der Schi5milch- 
sehen ganz verschiedenen Methode von Neuem besonders unter- 
suchen» und darthun, dass die so eben angegebenen Werthe nur 
unter einer ganz besondern Voraussetzung richtig sind. Zum bes- 
seren Verständniss des Folgenden muss ich einige Bemerkungen 
vorausschicken. 

Alle vier Integrale sind von der Art , dass die Function unter 
dem Integralzeichen für x=:a unstetig wird« und eben deshalb ist 
bei der Werthbestimmurig derselben ganz besondere Vorsicht nothig. 

f{x)dx^ Wenn d 

Fonctioii /ifor) fiir alle Werthe von x, zwischen welchen man in- 
tegrirt» endlich und stetig bleibt, so ist bekanntlich 

W J V(a?)8^=*(^i)-'iK^o)* 

wenn ^{x) der allgemeine Ausdruck des unbestimmten Integrals 
jf(<x)dx Ist; Wird dagegen die Function f(x) fiir einen Mittel- 

weräi swiscben Xq undori, z. B. fiir a?=a/unstctig, so darf man 
die Formel (a), wie bekannt, im Allgemeinen nicht anwenden; 
vielmehr ffiebt sie dann häufig fehlerhafte Resultate. In diesem 
ktztem I^lle ist eine Theilung des Integrals nöthig; um nämlich 
seinen Werth zu finden, suche man die Grenze, welcher sich die 
Summe 



nx)Bx+J ^^J(x)dx 



Bähert^ indem die positiven Grössen u und v beide gegen Null 
coDvergiren und sonst ganz unabhängig von einander sind 
Es sei X. B. 



*) Die Bezeichnnng ist bei Schlömilch etwas anders. 
Theil X. 



16 
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/n g^ 

t 

zu entwickeln, wo m, n positiv ^ind nnd fur^=0 Unterbrechang der 

/Süd 
— =|/.(a:*), so würde die 

Anwendung der Formel (a) geben: 

da n; m positiv sind. Allein dies Resultat ist unrichtig ; denn zer- 
legt man das Integral, so kommt 

für «c=:0> v=0» also oftenbar 

Hier bleibt nun das Verhältniss — . während u, v sich beide det 

u 

Null nahem 4 völlig unbestimmt, da die Bedingung der Aufgabe 

gar keine gegenseitige Abhängigkeit zwischen u und v feststellt; 

y*« dx 
— unbestimmt *). Es ver- 

dient besonders hervorgehoben zu werden, dass man nicht etwa 
M=i; setzen darf» also auch nicht 

f'' f{x)dx=j'''"' f{x)dx+j'' f{x)dx, für «=0. 

V 

Unter dieser Voraussetzung wurde log — offenbar verschwinden und 



*) Minding nimmt in seiner Torlrefflichen Differential- nnd 
Integralrechnung. Berlin. 1830. auf den hier betrachteten Aosnair* 
mefaii ganz besonders Rücksicht, und die obige Definition des bcs ti a im ^ 

ten Integrals / ^ f(X)dx für den Fall, dass für x = a Unterbrediung der 

Stetigkeit statt findet, verdanke ich ihm. 

Merkwürdig ist, dass er nnter Anwendung der Formel (a) findet: 

/^=:/(_^V also einen imairinären W«rth, der die Unzulä»- 

•igkeit der Formel (a) fir den Torliegenden Fall um so melv ins Licht 
setsen solL Mindingr kommt kq diesem Resultat, indem er das unbe- 

i!—z=lx setzt, was nur für positive X richtig ist» 

/Bx 
— =14/(2:^), wie schon hinlänglich bekannt ist 
X 



,!2<I3 



der Werth 7— richtig sein. Dass Im Allgemeinen nicht Kzst; ge- 
nommen werden darf, erheliet leicht, wenn man die bestimmten 
Integrale sich durch Flächenräume dargestellt denkt« 

Nehmen wir nun bei den «obigen vier Intesralen die erwähnte 
Theilung vor^ so werden die folgenden Betrachtungen uns zu dem 
Resultate fuhren ^ dass ^iese Integrale unbestimmt sind» und 
nur unter der Voraussetzung ^=v die von Schi 5 milch a. a. O. 
gegebenen Werthe erhalten. Sch|ü milch hat in seinen Ent^ 
Wickelungen auf die Unterbrechung der Stetigkeit nicht Rück- 
sicht genommen» weshalb er zu dbisren bestimmiken WeHhen 

geführt wurde; er setzt unter Änderm / — s — «=0, was nicht 

»^ Q x^ — a^ 

richtig ist Denn man hat dur^h unbestimmte Integration 

Nähern sich nun u und v der Null, so convergirt q, ^ gegen 1, 

allein das Verhältniss — bleibt unbestimmt, und es ist also auch 

/* dx 
-s 2 «»bestimmt, und nur =0,.wenn man 

y^qp dx _f''^ dx f^ dx 
'setzt, und die Grenze für tir=0 bestimmt 

I 
I 

I. 

/*> cosbxdx 

wo wir offenbar a und 6 als positiv betrachten dürfen; auch darf 
u i^cht verschwinden, da <o sonst unendlich wird. 



i ■ i . 



l)a -3- — 4*^'- j--» ^^ kommt die Aufgabe auf die 

Entwickelung von 

surfidc. 

Was das erste Integral betrifft, so habe ich seinen Werth in 
einer frühern Abhandlung schon entwickelt; ich habe nämlich ge- 
fiiDden: 

16^ 



• e 






I • 



: k •» 



ToüstSnili^ independente Aufl^smiK 
der ft Ctfeliehiiiiireii des ersten Orades 



Ai + A^Ui + A^ai^+A^ai^ + .... + J„ofi"-* 
Ai + A^a^ + A^a^^+A^a^^ + .... + ^^4"-* 

U. 8. W. 



04, 



zwlscben den n unbekannten Or^ssei 

Alf A^y A^f A^f,;,An9 

nebst elnigren merkwilrdii^en aritliiiK^ 

tlscben fiditzen. . 

Von 

dem Herausgeber. 



I. 



Wir wollen in der Kürze 



€Cif^ 



(«1 -«2)(ai— «aX«! --«4)(«i -«ö)— («1 -«!•) 

, -> <^^ ' 

(«^---ai)(c^--«3)(«a— «0(«!B---«6)"--(««--«n) 

. ^ ■ 

(«4~«i)(«4— «a)(«4— «3)(a4— «d)-(«4— ««) 

u. s. w. 

, o^ 

(«n— ai)(a«— a2)(ai.— «sX«»— «4)... (a„— ««-i)* 



un 



m COS ItSC ^30 

(3)....6i = / — = —cos abCUyh) — sin ah { \n— Smyh)\. 

Darch Addition von (2) uod (3) kommt 



o x-a +Ja+. -^=^-=c«?«*[Ci(«ft)-CKt»6)-C^(a6)] 

Nähern sich nun u und v der Null , so verschwinden offenbar Si(iA), 
Si(vb) ; dag^en wird G(ub) — Ci(vb) = i/. ( — J , oder, wegen ic>0, 

v>0, schlechthin =/f-K wobei das Verhaltniss — völlig unbe- 
stimmt bleibt Es ist folglich 

(4),... ®a=/^ ^_^ =cosa6t^^-J~Q(«ft)} 

^ I • - ' 

« « > 

— /sio a6 { ijr + Ät (oft) }• 

IV 1. j ^1.. « f^ cosbxdx /•«cos 6a? 8a? 

Da nun nach dem Obigeq , 2a I t-« — 5- = / — ^^ ^ ■ 

— / ' ' ," " y so hat man nach den Gleichungen {l).und (4)^ / 
x-^a 

/*® cosbxdx , ,/m\ , , 

Addirt man die Ausdrücke (1) und (4) und beachtet, dass —rrz 

1 ' •' 2x 
4- ^== -s — -5, so findet man auf der Stelle 

\ 

. t « . k 

(6) ..../* ^^^=co8o6{ '/(J)- a(a6))-sma6St-(a6). 



' ' . » 



l 



2. 
n Anf eioe ganz Khnliche Art wie vorher findet man die Formeln : 

aO /*"" ii^*^= sin ab l a(ub)- a(ab) \ 

— COS ab { Si(ub) — Si(ab)\, 

(2').^* ^^^^=-sina6ß(v6)+cosa6 {4»— «^(vft)}; 
durch Addition: 
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"^ — Z" + / — ^ ^ = «m oA [ Ci(wo) — Ci(i;6) — Ct(ao) J 

— cosa6[Si(u6) + Si(vA) ~Ä(a6) -i^], 
und für «=0, i;=0: 

Id einer frühem Abhandlung habe ich ferner entwickelt: 
(4') ^...J^"^ ~^=*=8ina6a(a6)+co»ii6{i«— Sr(a6)}. 

Durch Subtractioii und Addition der Formeln (S') und (4^ erhält 
man leicht: 

(5/) /** ?^^;^^^shtab{\l(-)'--Ciiab^^^ 

/OC <|» oii^ huc 0*1? ^M ^ 

^2_,qa — J ^\^~ J sin a6 + i« cos «6. 

Für -==1 gehen ^e Formeln (5), (6), (5'), (6') in die von 

Scbldmilch im Archiv und im Crelle'schen Journal ange* 
gebenen über, was ich bereits oben angedeutet habe. 

Schliesslich will ich, bemerken, dass die beiden Integrale 

mit denen Schlömilch sich im Crelle'schen Journal ebenfalls 
beschäftigt hat, unbestimmt wie die vorhergehenden sind. Ich 
werde sie in einem nächsten Aufsatze einer besondem Untersuchung 
unterwerfen. 



\ •■ 



i ■ ; .*..■• ' ■ 
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Veher die Integrale J^ -^—^ und 



/ 






Von dem 

Herrn Doctor F. Arndt, 

htiuter am Gymnasium zu StraUund. 



Da bei beiden Integralen Uoterbrechnng der Sti^ickeit f&r 
j;=a eintritt» so müssen wir jedes derselben in zwei andere, zer- 
legen, deren eines sich von x=(i bis xz=a — u, das andere von 
x=za-\-v bis 0;= 00 erstreckt, und die Grenze der Summe für t£=jO, 

c=0 ermitteln. Da femer «-« «= — -^— — ■- — , —5 — 5= 

x^—ar x—a x+a x^ — a^ x—a 

1 
-f x4^a * ^^ ^^^ man, dass es hier nur auf die Entwickelung fol- 
gender drei Ibtegrale ankommt: 

■ 

f9:=zf , €7,=/ , (0= f . 

•'o X — a ^ ^a+i? ^ — « •'0 X'\-a 

Was das erste betrifft, so erhält man, x — a= — y gesetzt, 

•^ a y ^ 9 y ^ ob y * 

ist nnr dnreh Keihen entwiekelbar; am einfachsten setzt man, um 

eine solche Reihe zu erhalten, für ey die unendHche Reihe l+^+fö 
+ M ^ o -f etc., und integrirt zuerst unbestinmit ; wird zur Abkürzung 

— ^ =: fp{nh) — ip(fl6) , also 

%jjb y 
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Uebrigens sieht man aus dieser Gleichung , dass das Integral 
= — 00 wird. 

Mau hat ferner , a;- — «=,v gesetzt, 

Dies Integral ist bekanntlieh der Integrallogarithmus von c^^ y und 
man hat 

wo C=0,5772156; 
demnach ist 

/•cd p—bX^rg> 

(2) ®^^l ^— ^ = — c-«*/i(ß-»»); 

woraus man sieht, dass das Integral^- — -^ — ==-|-x wird. 
Die Addition der beiden Ausdrücke (1) und (2) giebt 

für w=0, v=0 wird offenbar if;(MÄ) -ß(e-*'^)=4/.^^)'— C, 

u 
das Verhältniss — unbestimmt bleibt; folglich ist 

Endlich findet man für a: + a=:y: 



wo 






also 



Subtrahirt man' nun (4) von (3), so entsteht: 






• 
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die Addition von (3) und (4) giebt dagegen 
Setzt märi, jetzt mit S ch i u m i 1 cb 



2 



so ist offeobs^ C+if;(a6)=£i(aW, li^r^ — Ei{---ah")y tnd die 
Gleicbungen: (5) , (6) nebmen folgende Gestalt an : 

(7) .... 2a/'' J^=«-«»[i/.0y-£;f(«6)]+e<*lX(-«6), 

• I -. 

(8) .... 27]* ^^=e-«» [4/. (j)V^f(«6)]-e«»£«"(-a6). 

Die Integrale Mind folglich beide unbestimmt; setzt man das Ter- 
hältniss —^^l« so gehea die Ausdrucke in diejenigen über, welche 

Schlßmircb im'33sten Bande des Crelle'scben . JournaJif 
p. 328. gegeben bat 

ScblicsssHcb verdient noch Folgendes bemerkt zu \v«rden. 

. I ■ ■■ ■ . ■ . • ■-.■■.: i- ■. 

Da 

imd diese Function n,Ei(ab) übergeht, wenn man 06 negativ setzte 
•0 konnte inan sich veranlasst sehen, Ei (ab) = li(e^) zu setzen; 
allein dies ist fehlerhaft, indem der Integrallogarithmus einer die 
Einheit übersteigenden Grosse wiederum unbestimmt ist. 



Um dies darzuthun, .sei das Integral / 

... -. - ^ — -OD _ "^ 



zu ent- 



wickeln ,wop positiv ist Da fär x=0 Unterbrechung de)* Stetigkeit 
,riM ündibt, «o setze man V >i-i ' 

wo tf, V beliebig kleine positive Grossen sind. Man hat dann 

■ /"£^=c+j(.(.»)-^+i.^,-*.. 






l2 



' ?:^^=i;. (p«)+f + 4 . f^+etc. 



V 



v 



— i/.(t>*)— j— 4. j[^— etc.. 
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folglich 

+M.0)'+2. 

wo 2 für urziO, v^O yerschwindet. Daher hat man 
oder auch^ weno man «"'itzy setzt: 






Hier ist nun eP grosser als die Einheit, und der Integralloga- 
rithnms einer die Einheit übersteigenden Grdsse ist folglich unbe- 
stimmt, da zwischen u und v keine Abhängigkeit irgend einer Art 
iMstefat. Ich habe diese Bemerkung hier eemacht, weil Sehlo- 
milch an verschiedenen Stellen des Arciiirs solche Beaseich« 
nung^n wie li(eP), (p > 0) angenommen hat. Der obigen Ansicht ist^ 
auch Minding. Auf p. 193. (Handbuch der Differential- und 
Integralrechnung, üerjin. 1836.) sagt er ausdrücklich : „Folglich 
ist auch das vorliegende Integral *) zwischen den Grenzen und 
x' , sobald a:'>l, unbestimmt." 




Heller einen Ton Oauss ipehindeneB. 
Ausdruck der Oammafnnction. 

Von dem 

Herrn Doctor F. Arndt, 

Lehrer am Gymnasium zu Stralsund. 



In der berühmten Abhandlung : ,^Disquisitiones generalei^ 
irca seriem Infitiitam .^ 
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«jS «(cHhlW^+l) 
' + 7^ + l.-iy(y+l) " + **«=• 



« 



Gauss bekaDntliöii gefunden, dass das Product 

^^^^'"^'=(a + l)(a+2)....(a+A:) 
b. weon ife ins Cneodliche wächst, der GreoBe r(a -fl) 
/ x^er^dx nähert, dass also n(cc , a) oder kurzer JT(«)=F(ä+1) 



Die Herleitung dieser Gleichung hek Gauss beruht auf Eigen- 
laften der obigen Reihe, die er mit einem grossen Aufwände 
i Scharfsinn entwickelt. Ein . besonderer einfache^ (Beweis der 
Rede stehenden Gleichung dürfte wohl wfinschenswerth und 
lleicht dicht ohne fnteresse^ sein. ^ , 

Ich erinnere zunächt an die bekannte Gleichung 



. ' . . ■ ■ ■ 






X 

Ireibt man dafiübr 



^^*=/:-,r^^+/.'e;r--i^> 



X X 



d beachtet, dass das erste Integral dieser Summe den Werth 
hat, so kommt 



X 

ler, wie leicht erhellet; 






IS- _^ 

X 

ies Integral kann man in zwei Theile zerlegen, nämlich in 



X 

fen jeder einen endlichen Werth hat, wie leicht erhellet. Was 
a letztem betrifft, so ist 



»2 

also 
folglich 



dir(a+l) 
da 



-a -i_ -±- 1 i/'Y^-^ ^_»V 



Nun ISsst sich beweisen, dass das Integral 



X X 



für Ä;=x veTschwindet Dean d^ von den beiden Factoren nnter 

1 '. ;r<H-i 
dem Integralzeichen ar*'"*, g> = -| — \Zir* ^®' erste sein Vorzei 

/- 

c!}en (-|-) zwischen den Integrationsgrenzen nicht ändert, so isit 

bekanntlich /r=:Jf/ a^^-^x=M.Ti wo M einer der Werthe ist« 

welche dieTunction <p erFangt, indem x von. bis 1 sich stetig 
ändert. Alle diese Werthe sind aber endlich, was fär jedes x, 
das < 1, von selbst erhellet, und für x=\ auf bekannte Weise dar- 

gethanwird; folglich bleibt Jf endlich , also verschwindet M.-rßir 
k=<x>, d. i. r==0 für k=(x>. Nach dem Obigen ist also: 

. . dir(a + l) „ 1 1 _L-^z- ^ 

Bezeichnet man den Ausdruck rechter Hand durch A, multiplicurf 
die für jed^s endliche k geltende Gleichung ■ ■ ^ ■ — ^zr^i+r mit 
da, und integrirt von a=0 bis a=a, so kommt - % 

ir(a + l)=J Ada+j'rda. 

Nun wird auch das Integral R =J rda f3r k=Qo verschwinden. ; 

Setzt man nämlich y rda =if;(a), so wirdy rda = 'if'(a^ — ^(Q); ' 

aber nach aein Taylor'schen Satze , .'i 

• ■■ •..■?'■•.?■ ' ' j 

i/;(a)-if;(0) = aif;'(^a), (j- 

wo ^ zwischen und 1 liegt, also R=a'^'(&a). Da nun V(<ki)i'' 



\ 
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(n+l)=(«)+i4+ilf(l,ai3,4,,...,n).(n+l), 

der , , / . 

«„+iJf(l,2,3,4,..„,n).(n+l)=(M + l)— (n), 

obei man auch noch bemerken . kann , dass diese Gleichungen 
»ch etwas mehr Symmetrie erhalten ^^wenn^ man, was offenbar in 

ewisser Weise ^erstattet ist > (w + 1) för (n-fl) schreibt. 
Wenn man in der tteihe 



*••■» •■•«i 



M— ig(2,3,4,6,..,.,n) 

(«1— «2)(«fi"^)(ai — «JK— iK6)--(«i— «») 

m 



m 



K~ai)(%— ö^Äa3--a4)(a8--a6)- •• («3— «n) 



' Ätl. 2,3,5,. ...,w) 



u. s. w. 

y(l, 2,3,4,...., y^->l) 
"^(«rt— ai)(a«--a2){an-— a3)(<^'~«4)"«(««--«n-i) 

en ersten Bruch auf bekannte W^se in Pärtiälbfüche *) zerlest, 
) erhält man ohne Schwierigkeit: . 

m, 

.1 :(»»)•' 



m m 



__ Jf(i,3,4,5,..l.,n)^g(2y»,4,5,....jii) 
"~ («a— ai)(a2—- c%)(«a"-«4)(<^a— «J — («a— «n) 

g(l,^,4,5,....,«)— ^(2,3,4,5, ....,n) 

(«^---«l)(<%-^<^)(a3^«4)(«8--a6)----(«8'-^n) 

JB[i, 2.3,g,„.., n) - ir(2,3,4,5 ,.... ,n) 



. 1 



+ 



(«4— ai)(o^— oj) (of4-^e^>i(Ä4— of^ .... (flf^— ofn) 

'•■"■':'*••'•• li. 'd* w. '■■ •"."* 

Jg(l,2,3,4,...,,7t^l)— JC(2,3,4,5,....,n) 



(«« — «i) («« -^ ßa) (okT-ßj) («f»-^ «4) •••• (««"— «n-i)* 



/eil nun aber nach dem schon vorher angewandten Satze der 
Kombinationslehre 



*) Man vergleiehe I. 



2M 



m 



«1,3,4,5 «)-i-Jr(3.3,4,5,„..,)i) 

= if(3,4,5,....,n) + «iA:(3,4,5,....,j») 



■'j 



* ' I ; 



=(«1— «%) Ä(3,4,5 i .... , w) , 
i^(l,4,4>5,....,n)-Ä^(2,3,4,5,..„,«) 

IM m— 1 

= K(2,4,5,....,n) + aiÄr(2,4,5,....,n) 

=(«1— <%)>f (2,^,6,. ...,n), 
]f(l,2,3,5,'...,n)-Sr(2,3,4,5,....,n) 
= Af (2,3,5,.,..,«) + «iilf(2,3,5,....,«) 
-*:(2,3,5,....,»)— c^(2,3,6,....,«) 

m-i 

=(ai*-«4)ÜL(2,3,5,.;..,«), 
Ä(l,2,'3,4,....,iii-i)— f(2,3,4,6,...,,3i) 



= ^(2,3,4,....,«— l)+a7Ä^(2,3,4,.....w-l) 

— Ä(2, 3,4,...., w—l)~arÄ (2,3,4,...., n-1) 

= («1 — an)if(2,3,4,....,7i--l) 



ist; so ist naeh dem Vorbergehendeo 

fn,0, 

(«) 



t 



_ ■ ^(3,4,5,,..i,yi) 

(«2-7«^) (ofa-^4) («a-a^) («j^— «») 

• •■ 1*1-1 
Jg(2,4,6,^..vw) 

(«3— «a) («3-^4) (<%— «ö) • («3—«») 

^ Ä!(2,3,6,...., w) 

~ (04— «55) («4-^) («4— «5)...... («4-««) 

m— l 

AC2,3,4,....,M-1) 

(«n— «2)(an— «3)(««— «4) (««—«i^-l)* 



2S5 

oder, ai^ statt x gesetzt. 

Zieht man von de^ letztem GleichuDg 
abr so kommt 

« 

wo das integral sich leicht uobestimmt entwickeln, und dann zwischen 
im Grenzeii & und 1 üehmen lässt. 

Ein dritte Weg ist folgender. Unter Anwendung der bekann- 
ten Formel V 



3ir(a) __fi/i ^-»S. 



findet man leicht 



=/'(t-^)^. 

"o V/i l-a:»' 



oder, sfi' statt :r gesetzt. 



X 

Zieht man-von dieser Gleichung S?i^=/Y4-^?^'^aaf 
ab, so erhält man ^z: 

" \ • X 

abo eine von a unabhängige Grösse. Uebrigens ist das in dieser 
Gieichang Torkommende bestimmte Integral bekannt. Eine sehr 

1 ' 

ekifaehe Entwickelung desselben ist folgende. Für /—=« wird 

X 

0? N 



\ 



2^6 

/ 

Dies Integral darf nicht in sein^^beideo Theile zerlegt werden, da 
jeder unendiicp wii^; integriren wir Jeshatb von z=:p bis 2=00, 
wo jp > 0, und setzen 






® e-^dz 



/•OD g— n«g;j 

Nun geht das Integraly , wenn man z statt nx setzt» 

/« e^^Sz 
^, folglich ^ird 

y'cD e-g — e-n» _ /•* g-«8z /*QP e-^dz f^ e-^dz 

Was endlich das letzte Integral betrüft, so ist es nach einem 
bekannten Theorem gleich Mf -—=ilf/nj wo Jf einer der Werfbe 

p 25 

ist, welche die Function e~~^ von 2=ip bis zt=:fip erlangt > Da also 
M zwischen den Grenzen —-, -— liegt, und diese sich derselben 
Grenze 1 nähern, wenn v gegen ]^uU convergirt, so ist M=l fSr 

=ln fuT p=Q, d. i. nach dem Obigen 

p 

/« e-»— c-^j, 

* 

wie bekannt. 

Ich habe mich über diesen Gegenstand hier nur deshalb fero 
weit ausgelassen, um daran eine Beniterkpng zu schliessen, die 
mich in diesem Aufsatze weiter beschäftigen soll. 

Bei allen dreien im Vorhergehenden vorgezeichneten Verfahr 
rungsweiseu wurde der erste Ausdruck von s dadurch transformirt^ 
dass man or" statt a; ^setzte, und in der That erreicht man seinen 
Zweck so auf dii^ einfachste Art. Wir4 nsimlich die^e Traosför-^ 
ihatipn. unterlassen, oder der erste Ausdruck von s unmittelbar an--^ 
gewandt, so ergiebtsich, man mag nun Dirichlet's oder Schlu- 
milcb's Weg, oder den meinigen betreten, 

dir(nä) 
s — 



Sa """"t/o \\^J^ i-x ) ^' 



ütid dun stallt sich die Aftfgabe dar, zu zeigen, dasS; dies Integral 
eine von a unabhängige Grosse ist. Die (Kombination dieser ulei-' 

chnng mit der obigen s ^ — = — nln lehrt zwar, dass 



da 
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sein muss, aber die gatize vorhergeh^Ua Betrachtung hat zur 
DothwebdieeD Voi^aasdetEang, dass.n einle poJ^(t1te ganze Zahl 
Ist, und aie Gleichung (a) bedarf deshalb mit Rücksicht auf ge- 
brochene n einer besondern Untersuchung;! Zti. deni Ende- wdrde 
ich im Folgenden zwei Entwickelungen der Gleichung 

(^> /[XS~tS^')^'^'"> 

welche aus (d) durch die Substitution vdn x* statt x h^st^o^eht, 
mittheilen, welche die Richtigkeit derselben fiir deq Fall, dass a 
eine positive Grosse und n eine positive, aber sonst beliebige 
Zahl ist, Tirrbürgen. Die in Rede stehende -Gleichung ist Äfori- 
%&ks bekannt, die Art ihrer Entwickelung mir aber nicht. gegen- 
wSrtiff.: Leilet man sie nicht getvöhnlich nach eitieni, dem Obi- 
gen welUldit ähnlichen Verfahren uiHl^c Zuziehung der Gamma« 
fiinctionen ah? 

'Noch t^ine Bemerkung y'beroi* ich zum Beiveise sehreite. Die 
beiden Theile^ in wel^e das Integral (6) zerlegt. w^rd^ kann» 
nSmlich 

lAnd 60 bei^haffen, dass das erste Integral in das zweite übergeht» 
weob x!^ statt x gesetzt wird; allein man darf nicht schliessen, dass 
das Integral' selbst verschwindet ; ein solcher Schlqss wäre nur 

salässigj wenn das Integral^ |_^ dx einen endlichen Werth 

bitte 5^ was nicht der Fall ist. Ceberhaupt darf man ^ nach einer 
Bemerkung von Dirichlet» die beiden Tbeile desi Integralis 

\f(ß) — ^{x)\dx, nämlich / f(pc)dQC,,J q>Qv)dx, 

licht verschiedenen Transformationen unterwerfen » wenq einer der- 
telben eitien unendlichen oder unbestimmten Werth hat* 



^^ 



Erste Methode, dbs bestimmte Integral 

/ zu entwickeln. 
Der Werth von cd für a=l ist leicht zu entdecken; es ist 
lAmlich /(i~ - %^ 8x = y. (xz5)'' • ^*" 

wo n positiv sein muss, damit ^" fär ar=0 verschwinde. Setzen 
wir nun 

Theil X. ir 



~2S8 



"^ «=//(rri-f?S)^^=^' 



"■ r 



und unt^^acheii die Differens 

> . » 

— v^ ' ' dx unter Voranii^- 

set9niiigy-äa8$ «^positiv !st^ einen endUchen Werth hat. Dieg ist 

uoiUittetbar klar ^ wenn a— 1>0, indem dann die Function —3 — '- — c 

ine alle Werthe der yieränderliclien von bis 1 Vendliclie Wertbe 

1— ar«—* 
eriangt; allein för ein positives acht gebrochenes a frird f - ■■ 

;== — Qp für OT^Oy und dieses Falls wegen ist ojoch eine besondere 

Betrachtung n5tfiig. Es sei 0=^9 Hvo p, q positive ganze 2ah- 

len bedeuten; wird dann 07=29 gemacht, iso kommt 

Nun ist q — ^1 ^ 0, /? — 1 ^.0, die Function — rZTj — erlangt 
also nicht nur ftfr alle von Null verschiedenen WerAe des z, soin^ 
dem auch fiir 2==0 selbst, endliche Werthe, und / — ^b— ^ — 2* 
hat mithin einen bestimmten endlichen Werth 6. Macht man 

*•" — rj^ ' ^ ■■' ixy da tt positiv ist; also 

s 

d. i. rO|— a>=Or Nach dem obigen Werthe von g>| ist folglich 

■ , (a>0, n>0): ' 

■ ' ■ * ) . 

Zweite Methode. 
Differenzirt man dfe Gleichung 



(* 
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auf bekannte Weise nach n , so erhält man 

r 

oder, a:"=2 gesetzt, 

wo Wesen der g^emachte^ Vptetitiitimi n positiv sein muss. Bei 
anfmerKsamer Betrachfiing des Bildunssgesetzes der Function 
nntar den IntegrAlzeiefaen eris^moi: jn^a-fiiiAisL-.dass. das cpnmlieiit 
aassehende Integral sich aiif folgende Weise tnabesthnmi em- 
wickeln lässt. Bezeichnet imui M.eiiistiteilen durch J, und setzt 
z«&;=stt, so kommt 2^^^(l 4- oh)oz=^duf folglich 

• P(i'-z)au+uBz tt 
oder, ßhr tf seinen Werth gesetzt, 

^^^[(1 -z)(l+«fe)4 *&]=S' 

Ffir x=20 verschwindet die Function ^ZT "^^ Vpraussetzvn^ 

dass a positiv ist, wie man leicht findet; filr z==l wird dieselbe 
^ch — 1^ wie man durch Differentiation von Zähler und Nenner 
radet; also bt ' 

folglich x-j^ = ^ , CD = /n rf Const Da aber die Gonstante verschwinr 

den mvss, indem co Cir n=:=l verschi^indet, so kommt o>^/9t> wie 
vorher. 



17* 
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llelier einen alli^emeinen üehrsatz üibt 

ütereometrie. 

Von 

dem Herausgeber/ 



, E i n 1 e i t u n g< 

Herr Fabriken - Kommissionsrath Brix in Betlin hat das 
Verdienst, in der neuen Ausgabe des, verschiedene arithmetische 
und geometrische Lehren enthaltenden, Anhangs zu seinem aus- 
gezeichneten Eiementar-Lehrbuche der dynamischen Wis- 
senschaften (S. 130. — 8. 148.) zuerst einen allgemeinen Stereo 
metrischen Lehrsatz zur Sprache gebracht zu iiabeü, mittelst 
dessen sich die Inhaltsbestimmung einer grossen Anzahl von Kör- 
pern, namentlich alier derjenigen, weiche in der elementaren 
iStereometiie betrachtet zu weroen pflegen , und solcher, die durch 
Umdrehung der Kegelschnitte entstehen, mit ullet zu wünschen- 
den Leichtigkeit ausführen lässt. Dieser Satz hat bisher, wie es 
wenigstens scheint, nicht die Beachtung gefunden, M'elchö er 
jedenfalls in hohem Grade verdient. Nur erst in diesem Augen- 
blicke fällt mir eine so eben erschienene kleine Schrift: „Ueoer 
die Inhaltsberechnung der Körper nach einer eimiaen 
Formel. Mit besonderer Rücksicht für die Praxis be- 
arbeitet von W. Ligowsky, Feuerwerker in der 7ten Ar- 
tillerie-Brigade. Berlin. 1847.'' in die Hände, in welcher 
dieser sehr bemerken j^werthe Satz von Neuem zur Sprache gebracht 
wird, und da Herr Ligowsky in der Vorrede sagt, „dass die 
Aufmunterung, welche ihm zur Bearbeitung dieses Gegenstandes 
Seitens seiner Hohen Gönner zu Thoil geworden sei, die erste 
Veranlassung zur Herausgabe der vorher genannten kleinen Schrift 
gegeben habe''; so scheint das allgemeine Gesetz, um welches 
es sich hier handelt, und namentlich seine nach meiner Ueber- 
zeugung grosse Bedeutung für das i)raktische Bedürfniss, wenig- 
stens in Berlin, höheren Orts Auimerksamkeit erregt zu habeo, 
und Herr Ligowsky, um den Satz, wie er allerdings gar sehr 
verdient, allgemeiner in die Praxis einzuführen, zur Bearbeitang 
und Herausgabe seiner Schrift veranlasst worden zu sein. Nun 



^ 
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ist aber £u bemerken, da.ss -ilie Scbri'l des Herrn Ligowsky, 
welche jedenialls das Product eines Anfängers ist und Damentlich 
m Rficksicht auf mathematische Strenjj^ sehr Vieles zu wänftchen 
übr^ lässty.dem, was. Herr ßrix.a. a. 0. schon gegeben hat,-olcht0 
wesentlich Neues, was wenigstens der Beachiung eiuigermassen 
werth wäre, hinaufögt, und dass Letzte rem je&nfalls das tob 
Herrn Liigowsky in der Vorrede zu seinef Schrift nicht so deut«" 
lieh und bestimmt, wie es erforderlich gewesen wäre *), herror- 

S^hobene Verdienst bleibt, den Satz zuerst aufgestellt und seine 
edeutang ffir die Praxis durch eibe ziemlich grosse Anzahl von 
Beispielen, denen Herr Ligowsky auch nicht eben etwas Neues 
von einiger Bedeutung hinzugefügt hat, zuerst nachgewiesen zu 
haben. 

So sehr und so gern ich nun aber, namentlich bei den freund* 
schaftlichen Beziehungen, in denen ich schon seit einer langen 
Reihe von Jahren zji Herrn Brix zu stehen die Ehre habe, des- 
sen grosses Verdienst rficksichtlich des fraglichen Gegenstandes 
anzuerkennen bereit bin, so muss ich doch bemerken, dass Herr 
Brix den Sfttz nicht eigentlich aligemein bewiesen hat, .und dass 
derselbe a. a. O., wenn auch nicht ganz, doch gewissermassen 
fcur als das Resultat einer Induction erscheint, was auch wohl 
zum Theil der Grund gewesen sein mag, dass der Satz bis jetzt, 
wie es wenigstens scheint, wenig Eingang gefunden, und sich 
noch nicht Bahn In die Lehrbücher gebrochen hat. Auch scheint 
mir Herr Brix den Satz noch nicht auf seinen wahren Ausdruck 
znrückgeßlbrt und 'die eigentlichen Bedingungen, unter denen er 
allein gültig ist, nachgewiesen zu haben, Was mir nothwendis zu 
sdn scheint, wenn der wahre Werth und die wahre Bedeutung 
desselben sowohl in theoretischer, als auch in praktischer Beziehung 
gehSrlg hervorgehoben und in's Licht gestellt werden soll. Icn 
vrerde mir daher erlauben, diesen der Aufmerksamkeit gewiss sehr 
irerflieD Gegenstand in der vorliegenden Abhandlung einer ganz 
seaen Untersuchung zu unterwerfen, und in jeder Beziehung Lii 
sein gehöriges Licht zu stellen, namentlich auch den Satz auf 
seinen wahren Ausdruck zu bringen und die eigentliche Bedingung 
seiner Gültigkeit nachzuweisen suchen. Dabei wird sich (lann 
aach zugleicn, wie ich wenigstens hoffe, zeigen, was der eigenl- ' 
liehe Grund der allerdings grossen Genauigkeit ist, welche die 
Formel von Chapman in den meisten Fällen bei der annähern- 
den Bestimmung der körperlichen Räume gewährt, indem die 
gewöhnlichen Entwickeln ngen dieser bem^rkenswerthen Formel 
mir überhaupt Vieles zu wünschen übrig zu lassen , und einen recht 
deatliehen nlick in das eigentliche Wesen derselben nicht zu ge- 
währen scheinen , worin doch am Ende der wahre Werth einer 
t'eden mathem^tisqhen Pemonstiation liegt. Zuerst werde ich mjcli 
»ei der Darstellung der Integralrechnung bedienen , dann aber auch, 
was mir hier von besonderer Bedeutung zu sein scheint, zeigen, 
dass ein ganz elementarer Weg fast eben so leicht nnd eben so 



*) Herr Ligowsky erinnert eigentlich nur an die längst bekannte 
NUierangsformei zur InImUsbestirotniing der Korper Ton Chapninn, 
mtd sagt, das« er dieselbe in den der Mechanik gewidmeten Werken 
TOD E^tolwein, Ponccict und Brix wiedergefunden habe. 
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t) F=Llm. <| F. +/Vt<+^H-« + ''«+»<+• .. + l^i»f(— Dil 
und 

2) F==Lim./{ F^i+Fai-it + F^sf + F^a + .... + JP»f rf), 

wdcbe die Gnindlage alles Folgenden bilden. 



n. 



•' 



I • 



Nach ehern bekannten Satze von den bestimmten Integralen^y 
ist nun aber ' 



/. 



* 

FsBx 

a 



—Um.iFa+Um.i{F^i+F^Tti+Fa^zi+.'.. + Fa^U 

Lt, w«I, da Fa eine bestimmte endliche Grösse ist, i sich' 
dier bis sü einem jeden beliebigen Grade der Null nfthert» wetiti' 
aatiiiin'fl unendliche wachsen iässt« offenbar 

■ ff ■« ■•'>■ 

Lim.iF.=0 
irt. 



/ 



h 

Fl^dx 



• '■• ■(. >■ .<■>■< 

also nach der Gleichung 8): 

3) V=l F.dx. '^' 

Weil nun aber Fs eine ganze rationale algebraische Function 
des zweiten Grades yqp x sein soll, «sO; kann, indem A, B, C 
Constanten bezeichnen, im Allgemeinen 

4) F,=^+Äi:"+Cr« 

-gesetzt werden, und es ist folglich 

fFsBx=zAx + lBx^+iGc^ + Const, 
also 

.,1. . J' F,aa::=^(6-a)+»Ä(6*— «ia)+iC(6»--ii»), 
iUglich nach dem Obigen 



*) ArchiT. Thl. II. S. 875. 
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oder 

' , 6) , F=j(6-o)U+4B(a+«)/fiC(aa+,a6t6?)J, ., . 

1... . -■ '• •• ■.,;.-.«.« .. 



ni. 



. ; » 



Za dem Beweise der vorhergeliendeii Gleichung 6) bedarf man 
aber in der That der Integralrechnung gar nicht, sondern kann zu 
derselben leicht und mft ypUiger. Strenge duri^h daa folgßnd^ ganz 
elementare Verfahren geliängenl 

i)inen beliebigen Werth der Entfernung x bezeichne man durp|i 
er, setze, in^ßm n eine positive g^nzö Zahl bezeichnet, 

• a ■ ' ■■■.=. 

— ätt, 

. . ■ ■ • • n .: ■ '. ■. 



s 



J^ ^ ;i/ ?:. /if / '! ; 



i^d.bezeic)]q.e das Vo)uipßn des zwischen den Queerscbnitten F^ 
^^ß. Fa epthaltenen K«rpera -durch X>^ so ist o9Fenbar, ipdem m^ 
in den folgenden Gleicmingeii das obere oder untere Zeic^ßü' 
nimmt, jenachdßm die Grosse cf positiv oder negativ ist^ 

V=Lim.±i{Fi+F2iyFzi+F4i+....+Fm], 

pder, was Dasselbe ist, 

i:V=Um.i{Fi + F^i+Fu+F^i + .... + FmI 

Weil nun aber nach der Voraussetzung im Allgemeinen 

Fs=A + Ba:+Ca:^ 
tet, so ist - ■<" ^ 

i{Fi+F^i + Fii + F^i+ ...+F„i\ 

-■. ■ :■-'■■'. -j^Ai4^Bi^+^cfl ^ .'•' ' ' '•■'■■■■; ■ 

+ Ai + SBi^ + 3^Ci^ 
+ Ai + iBi^ + A^Ci^ 

-{rAi+nBP^+n^Ci^ 

+ (P + 2« + 3a+42 + ....+wa)Ci», 

also, nach' bekäWten ' Elementarsätzen voti d^r Sünmiirung der 
Reihen ^) : 






*) Die Sommenformel für die Quadrate der natürlichen Zahlen findet 
man bekanntlich sehr einfach auf folgende Art. 



3«S 



' ' :=thA{+ ln(n + 1>»'«+ 5«(«+l)(2n+l) ^i'- 

• ■ I I 4 ■■ ■ 

Weil aber nach dem Obi^isn' - 



i = — , ni=a 
n 



.. •:. 



ist» so ist 






^f 



3 






«' 



4. i. 



■ I 



■ • r ■ r ■ ■ ! ' I > • ■ . ; I 






■ =4A+i(l>+^)ÄU+ j(l+i^(2+|);Gt\; ; 



I" 



Li«it ilaa liuo-. in/ dieser GleicfauDf^ n io's UnendKche wach- 
se» und geht auf beiden Seiten derselben zu den Gränzen über^ 



E« ist 









2) + l, 



n. 8. w. 



a»==:l» + 3.1« + 3.1 + l; 
also, ^eqo nj^an addirt ond aufhebt, was sich aufheben lässt: 

,; . , (lf+l)f=:;i+l+3Ä«^35lt*, 

lad folglieh» wejl bekaiiiiUich : ; ; 



irt, 



lifo 



worana sogleicfc 






6^»«=2(« + l)» — («+l)(3»+2) 
= («+l){2(« + I)«-(3«+2)) 
=*=(«+0(2»* + 4« + 2— 8»-2) 
=«(«4-0(211+1), 

iSr««r=J«i(« + i)(2«+l) 



iolfft. 



Wenn ^ir in d^r vorb^? g^fiipd^ne^ Gj^ichnog 



i\ ' 



' >. 



/M 1 »8 4 - n 

(ii),fliiJi»/7»/r, ....//„ 

(fi + 1)1 lihn Hn Hn .... Ü« 
+ l^hn hn An .... ^n 

l « 4 » 

+ X3/i«/r„/r, ..../r„ 

U« 8. W. 

IS» n— 1 
+ A«-^i/?fiirfi..., JTn 



I : 



aber fi=n setzen, so dass also jetzt n-f 1 eine in keiner d( 
sitiven oder negativen ganzen Zahlen 

Mi". , ■ • J, ■ 

aufgehende Primzahl ist« so wird die vorstehende Gleichung, 
wie in der Torberg^beoden Abhandlung gezeigt worden ist, 



(iÖ=?r<«l + («^ + <»f + «4 + .... + «n 



ist: 



i « 3 4 n 

(«1 + «i + «3 + «4 + •••• + ««) ^Ai -^^n l^n /7„ .... 77n 

= (w + l){ Ax/r„ /!„ //„ .... JIn 

13 4 . n 

-f- A^lTn Un Hfl .... JIn 

1 2 t W 

T ^ •" n /Tn -Wn .... ■« ' n 

U. S. VI'. 

1 2 :; « — l 

T KnU'n JIn ■•mi ••.» J'^n / 

und die Primzahl 7i -{-1 ^eht also hiernach unter den geniac 
V<K»Vßs^t?»|ingen inii^r m (|^«9 l^oducte 

12^4 n 

(«1 + «2 + «3 + «4 +— • + «n) ^n //n Hn Iln .... JTn 

auf. 

Auf ganz ähnlicbe Art vne vorher leitet man hieraus 
Hülfe des Satzes des Euküdes Ton den Primzahlen den folgei 
Satz ab, wobei wir jedoch, was übrigens, — wenigstens hier 
eigentlich nicht nutbig wäre^ der Kürze wegen, negative \^e 
der Primzahlen ausschliessen wollen: 
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also 



r=A(b - o) + iB(b^-a^) + lC(b'-a'). 



Sind ferner a und b beide negativ, so ist offenbar, weil der 
alisolute Werth von a grOsser als der dbisolute W'ertb von 6 ist, 

ODd nach/^er Cäcichung 7) ist 

V''——Ab-\Bb'^-\Cb^; 
also 

r=4(6 -a)+4fi(6«— o*) + JC(Ä«— a»); 

Ist fenier a negativ und b positiv, so ist offenl)ar 

F= P + F", 

l-imd nach der Gleichung 7) ist 

F =-^ Ja— 4Äaa-|Ca», 

lim . 

Fs=^(6-a)+lÄ(6»r-«*) + IC(6»— a»)u 

Da nun unter den gemachten Voraussetzun£;en; ausser den so 
eben betraditeten drei Falten ein. anderer Fall nicht weiter Tor- 
lommen kann» so ist völlig allgemein , . 



r« 



oder 



8) F=J(6-«)^-4i?(ff2— a«»)+lC(6»— «») 



9) F=(A-a)U + iiB(a + ft) + iC(a« + aÄ+6«)), 



velcbe Gleichungen mit dtsn in II. gefundenen. Gleichungen 5) und 
% Tullig übereinstimmen, hier aber ganz elementar bewiesen sind; 
nid icli zweifle durchaus nicht, dass dieser Beweis wegen seiner 
Leichtigkeit und Einfachheit zur Aufnahme in die Elemente ganz 
geeignet lÄt ; : ' 

IV. 

Die drei In der Gleichung 

vorkommenden Constanten A, B, C kann man nun jederzeit be- 
i&ttimen, wenn man für drei beliebige, aber bestimmte Werthe 
•» ßf y der Entfernung x die entsprechenden Werthe F«, F^, Fy 
'es Flächeninhalts des Queerschnitts Fx kennt, indem man näm- 
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lieh zur Bestimmnne der drei in Rede stehenden Constanten d 
drei folgenden Gleichungen des ersten Grades: 

Fa=A+Bu+Ctfl, 

Fy=^A+Br + C^ 

hat. Lost man aber diese drei Gleichungen nach denjgeuGhi 
liehen Regel o der Algebra in Bezug auf A, B, C als unDekant!' 
Grössen auf, so erhält man nach leichter Rechnung (&t A, B, 
die folgenden Werthe; 

<_ ßr(ß-7)Fa + r«(Y—«)Fß+aß(tt-ß)Fy 

(«-/S)Cö-y)(y-«) 

in» ) n- (^-y») F« + (y« - a«) Fß + (a*-ß^ F., 

{ß-y)Fa-\-(y-a)Fß-\-{ct-ß)Fy . 
(«-/3)(/3-y)(y-«) 

oder, wie sich hieraus leicht ergiebt: 

^ - (a-/S) («-y) + {ß-a){ß-y) "^ (y-„)(y_^)' 

in*"» \ 7t (ß-^Y)fa _±±y)Fl -J^+ßlUj 

*" ; ^ ^- . («-^)(«^) (i9-«)(/J-y) (y_«)(y_/})' 

*-- (a-ßXa-y) ^ (ß-.„)(ß^) + (y_«)(y_|3)- 

Führen wir diese Ausdrücke von A, B, C in den Ausdruc 
*J) von V ein, so erhalten wir: 

(„^l^ ßY-i (ß + r) i«+b) + 1 (aHabU^ I 



oder 



■ : I ■ ; I > .1' 



11*) 7-^-- = 

- (S=|^lA^iOJ+y)(«+*)+l(«H«H*«)) 



-ifrii! 



;• !< 



^ ^Ci^zi^f «/J-J(«+ft(a+6)+ l(<^+flH *•)!: 
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Mittelst dieser Fonnel läcist sich also der Iirhalt Fdes zwischen 
den bektonQueerschnitten F« und F» enthaltenen Knypers aus, den 
EntTeinuDgeu a und 6, und drei den ganz beKehigen Entfernun- 
gen «>/5,r entsprechenden QueerschniSen F«, F^,*Fy berechnen, 
iiatfirlich immer unter der Voraussetzjing , dass die Queerschnitte 
der durch die Gleichung s 

F*==^ + ÄF + Cr* 

• ■ ■ k 

1 ■ 

atisgedfiiekten Bedingung entsprechen. 

Den En'tfehiuncen a, ß., y kann man alle g^änz beliebigen 
Werthe beilegen. Wir können also z. B. , um einen ganz speciel- 
len Fall det yoi'hergebenden allgemeinen Formel zu betrachten» ' 



a=a, /J=i(fl + 6), y=* 



setzen. Dann ist 



y — a = 6 — a; 



■4(*-«). 



10 Wie 



« + /3=:a + i(« + 6) = J(3a + 6), 
Bod Yvir erhalten ohne Schirierigkeit: 

r«-4(y+«)(«+^)+^(«*+«*+*^=-Ufr-^«)^. 

a/J— 4(«+/J)(« + A) + i(«* + flÄ-fö«)=i\|(6-ii)* 
iKbrt man diese Werthe iii die Gleichung 11) ein, so erhält, man 

12) F=i(A^a)tF« + 4Fi(.+6) + F*> 



N^ 



13) F=i(6^a)t2Fi(«+&) + 4(F«+F6)|, 



^ kann di^ in .diesen. Gleichungen enthaltenen Sätze auf folgende 
|bt anssfitechen: 



fcs zvi'eiten Grades ihrer gehörig als positiv oder als 
i*gativ betrachteten Entfernungen von einem bestimm- 
^CB Punkte als Pol sind, so wird der körperliche Inhalt 
*iae8 jeden zwischen zwei parallelen Queerschnitten als 
'TiBen Endflächen liegenden Theils eines solchen Kör- 
trs erhalten, wenn man zu der Summe der Flächen- 
ame der beidenEndflächen das Vierfache des Flächen- 
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• : I 



1 ■ ■ ■ . ■ 

ODcl ans der dritten Gleichung e^iebt sich also 

•. 4F.(«+») =fc Co« + 06« + 2öiA 

= F.+F» + 2V7i:K 
Folglich ist 

■ ■ • 

,'| also nach der Formel 12): 

14) v^i(b^)(Fa+\rF:rTk+F6). 

VI oder wenn die beiden Grundfl&chen und die fl5he einer sogenann- 
J ten abgekOnten oder abgestumpften Pyramide respective durch 
^\fff und A bezeichnet werden, der körperliche Inhalt V einer 
folchen Pyramide: 

15) r==\h(f+yw+r). 

welches die aoA der elementaren Stereoiüetrie bekannte Formel ist. 

Wie man von der P^^ramide zum Prisma, zum Kegel und Cy- 
bder übergeben kann, ist aus den Elementen der jStereometrie 
kekannt 

2. Ffir die Ellipse and Hyperbel ist bekanntlich, wenn m und 
I die beiden Halbaxen bezeichnen, die Gleichung 

••• " -. . 

n 



tu 



t)i 



^=±;;3(^*-"**)' 



m 



kc «0 das obere Zeichen der Ellipse, das untere der Hyperbel ent- 
Mfeht Weil nun filr das durch Umdrehung der Ellipse oder 
lyperbel um die Aze m entstandene Ellipsoid oder Hyperboloid 

llmdMf 

Fx=ny^ 

Ifat, so gilt in diesem Falle, wenn A und C Gonstaoter\ bezeich- 
M» die Gleichung 



b ist also 



Fb=A+Cb^, 



Weh 



f > t 

..'■;.■ 
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and daher 

4/'i(.+») = — a2_^8 ' 

also 

F. + 4Fj(H^) + Fft 
(««-fe«)(F« + n)iKo + 6)^(F^-lFt)-tt4(rt»F>-^^«F.) 

■ • * ■ • • 

woraus sich ferner imcbt 

. . F. + 4Fi(»f») + F* 
. :^. (2o*44»«rt^2aft)F. — (26«— 4ag42tt6)F» 

oder 

^a + 4F4(,f j) + Fj 

n (g* - 26« + a6) Fg— (&« -^ 2«« + a6) F» 
. -2- , o«-.6»'~~~" 

e^Sebf. iFolgRcfc idt nach 12) < . ■' 

16) F=- ä(q^-^)' ■ ^ -' 



• I ; . '. 



i -,'■. 



Nun ist aber 9 indem immer das obere Zeichen dem Eilipsoidy c 
untere Zeichen dem Hyperboloid entspricht : 



' t : . ■ ■ i I 



•3 



W >«•■•.*.■« ■ : 1 ' < ; : .... 



Fi,z=i±n—Am^-^W)\ 



m 



also nach dem Vorhergehenden 

und folglich, wie sich hieraus leibht ergiebt: 

_7rw^ 3w^ (a^-6^) — (a^~6^) ~ «6 (g«— &«) • ' 

d. i. ' - 

17) F=T3-;^(«-6)t3m«-(aHaH6»)l 






^% 



oder 



:. r. . i 






Auch ist 



■■.»-• ' ■ 



2a6=:a« + 6«-<6-#d*# . 



und folglich 



also 



.) 



o*-4-flft + **= Uß(«* + **^r-tt— i«)*l. 



rni 



s 



19) F=±3^(6-o)l3m«-|(a«+*») + i(6 - a)«!, 

i ' 1 ■ ■ 

Setzen wir aber 



/P=x±^(m*-Ä«); 



m 



10 ist 



m' 



ilso 



a« + A«=2m«T^(«* + ^), 






U 



.7 •■•I--1, 



JW^ 



Hl* 



■•■ 



< • .1 



■^. »^*±S<*-'«>«*-«^'±^&<'«'+^'' 



i 



Ffir dii^ Küe^ ist m'=n zu setzen' uiid in der vorhergebeuclen 
Gleichung das obere Zeichen zu nehmen; also 

. 21) F=;;j(6-a)K6-a)«+3(a«+/J«)}, 

|<he ans den Elementen der Stereometrie hinreichend 1[>elcannte 

3. Die Gleichung der Parabel ist bekanntlich 

'■ ■ ' . _ * 

wo p den Parameter bezeichnet; also ist filr das durch UmdrAung 

IcT Parabel um ihre Axe entstandene Paraboloid in Bezug auf 

'"" Scheitel als Pol offenbar 



I ^ B eine Constante bezeichnet. Daher ist 
Theil X. 



18 



au 



' f «■ t\ 



«4 = «* — U,t.(« + 1), 

und w^Bii man nun auf beiden Seiten deF Gldichheitsas^cheo ftnil- 
tiplicirty 80 erhält man otfeubar eine Gleichung, welche, wenn I 
eine ganze Zahl bezeichnet, im Allgemeinen von der Form 

iirt.' Also Ifit auch 

und da nun nach dem Fermat'schen Satze . weil ^ach der Vtt 
atKRietzang ai nicht durcti die Primzahl n4-l tii^ilbat Ist, leto- 
2Ht Oft* — ! durch n^l theiibar ist; sd Ist nadh dem Vorfiel 
henden unter deti gemachten Voraussetzungen offenbar jedcmt 
auch 

duh;h die PHmzahl i»-f F theiibar. Wir erh&lten daher d^ M- 
^^en Satz: 

■ » 

V. 

Wenn die positive Primzahl n + 1 u^enigstens in 
einer der n positiven oder negativen ganzen Zahlen 

«1> ^9 ^f «4,....«* 

nicht aufgeht, dagegen die sämmtlichen Differenzen 
durch n-f-^ ohne Rest theiibar sind, welche man erhält, 
wenn man je zwei dieser Zahlen von einander subtra* 
hirt; so geht die Primzahl n-f-1 jederzeit in 

C^l CK^ CTg «4 . . • . (Xfl — 1 

auf, oder es findet unter den gemachten Voraussetzun- 
gen jederzeit die Congruenz 

aia^ct^a^...,an='i-i (Mod. n-f i) 
Statt. 

Dass unter diesem Satze, wenn nan ihn unabhängig von dea 
Fermat'schen Satze nach seinem gewöhnlichen Ausdrucke bewei- 
seR könnte, dieser letztere Satz als ein besendetär Fali enthdtii 
sein würde, leuchtet auf der Siei^ ei«. 

Setzt man z. B. n+ls=z6 und 

«i = + 12, ^-+7, «8=+I7> «4=+2; 



9o Mtid dl« VotäuS^citsiiiigeii des vorhergehtedeb Satees offenbar 
voUstäHdijg c»fiHII/uiid es Ist 

d. h. dureh 6 ohne Rest tbeilbar» irie es nach dem obigea Satae 
erforderlich ist 

Ist aber z. ß. «+l=:ö umd 

«i = + 17, aa =+7, e^ = + 2, «4= + »; 

60 sind die Voraussetzungen des vorhergehenden Satzes offenbar 
nicht vollständig erfiilit« und es ist 

»1 CCs 03 CS4 — 1 =:^ 1903 

■ I ■ ■ * 

• 1 t ' 

durch 5 nicht theitbar. 



Verbindet man die S&tze V.undVL mit einander, und beach- 
tet» als sich v^oa selbst verstehend« dasi»» iveon nur 2 in «fi nicht, 
aufgebt« oflEenbar. immer 

«i=Tl(Mod. 2) 
isti SU ergiebi steh der folgende Satz: 

Wenn die positive Primzahl it4-I in keiner der 11 
positiven oder negativen ganzen Zahlen 



^'iJ.tt»» *% > 04,.».. CCu 

und auch in keiner der Differenzen aufgeht, welche 
man erhält, . ivenn man je zwei dieser Zahlen von ein- 
ander subtrahirt; s.o geht die Primzahl it-fl jederzeit In 

■'.■■■■ • 

«•£ a^ctj Ä^. . . . On -|- 1 



a«f# oder es findet unter deii gemachten VoräuSsetzunr- 
gCB jederseit die Gongruenz 

«1 0^0504. ...oii^—l (Mod. n + 1) 

Statt 

Wenn dagegen die positiVe Primzahl n-f 1 wenig- 
stens in einer der n pos.iU¥«n oder negativen ganzen 
Zahlen 

^1* ^9 Äj> «4,.... <Kn 

und in allen den Differenzen aufgeht, welche man er- 



919 

"~ (Ä-/»)(*-y)(*-«) - 
.. («iJ-|^g+tfy)JJV 

**■ (y-«)(y-/»)0'-*) ,. 



■,■■■■■ ' 



/ '. 



. ( . " . I . 



Fuhrt man endlich die gefiindenek AusdHicke von B, C, D 
D eine der vier die Unbekannten A^-Bi C,D enthaltenden Glei- 
chungen ein 9 so erhält man ohne Sehmerigkeit fär A den folgen- 
len Ausdruck : 

. fiyiFtt 

^- («->)(a-y)(«-^ . 

(*-«)(*-/») (*-y)' 

Fuhrt man nun die gefundenen Ausdrücke der vier Constan- 
ten J, j^, C, /> in die Oleichong -27) ein« so erhält man für 



«leo folgenden Ausdruck: . -i 

+J(«+)'+«)(«H«H6«) 



" 'ci ' 



I «* 



Für «, /, y, ^ lassen sich in dieser allgemeinen Form 
moguchen Werthe setzen. Setzt man nun aber 

y=« + i(ft-fl>=l('»+2*)- 
so erhält man nach leichter Rechnung: 

«/?« - i(a/J+/?*+.fc)(«+ft) 

+ l (cc+ß+y) (aHnb+b^ \ =— Üb - «)». 
-l(a^ + a% + ab* + b^) 

Weil nun ferner , wie man ebenfalls lejebt findet, 

(*-«)(<J-/?)(Ä-y)= 1(6-«)» 

ist; so ist nach 28): 

32) r=J(6— «){Fa+3F|(«.+5)+3Fi(«+a*)+F6}. 

Diese Betrachtungen noch weiter fortzufuhren und nod 
zu verallgemeioern , liegt jetzt nicht in meiner Absicht^ ind 
mich in dieser AbhandluDg vorzugsweise in dem Bereiche i 
tai^r Betrachtungen halten, und das Obige zur Einführung 
Elementar- Unterricht und in die Elementar -Lehrbücher em 
wollte. Ich werde jedoch vielleicht späterhin in grSsserei 
meinheit auf diesen Gegenstand zurucKkommen. 

VII. 

Wenn man einen Körper hat , bei welchem man sich 



28t 

Ainahme befeehfigt halten darf, daas wen^pstena in Ueiäen later^ 
Yallen seine parallelen Qneerachnitte in Beciefcimg anf einen gtfwkn 
sen Pol annähernd der Bedingung 

'■'II w • , . ' 

■ I . ■ ■ 

gaufigen» und der kurperliche Inhalt F eitaes z\vi8cUen zuei gew^ia- 
sen paralleleii Queerachnitten liegenden Theib de^aelbes ermittelt 
werden' aoU; so.theile man die Höhe A dieses Theila, wenn n 
eine beliebige positive ganae Zahl bezeichnet^ in 2n gleichaTiMile« 
und bestimme die Flächenrämne 

fo^ ^1* ^%9 ^M» P^f'*F%n 

der allen einxelnen. Theilpunkten der Höhe entsprechenden Qoeer* 
schnitte ; so ist nach 12) wenigstens näheningsweise und mit desto 
grosserer Genauigkeit* je, grösser n ist: 

■ * » ■ ■ ■ ■ 

I 

u. s. w. 
h 



+ 1.2^(F2n-2 + 4F2«-, +F2«), 



lUo 



33) r= 

i.^(Fo+4Fi+2Fa+4F3+2F4+4f;+....+2F2«-2+4F2„-i+Fa„). 



n 



. Diese NSherungsformel zur Bestimmung der körperlichen Räume 

'^ 2uerst von dem schwedischen Vice-Aomiral Chapman in sei- 

f.*^ Werke fiber die Schiffisbaukunst: Trait^ de la construction 

f Vi^ Taisseaux^ traduit du Su^dois de M. Chapman par 

^'^M de Clairbois. Brest. 1781. gegeben worden^ und später- 

■^ io mehrere andere Werke, namentlich über praktische Mecha- 

^^und Maschinenlehre , wo sie hauptsächlich in der Lehre vom 

^'^werponkte zui; Anwendung kommt, übergegangen. Die theo- 

I ^tische Bedingung, welche noth wendig erfüllt sein muss,^ wenn 

I mese Formel mit Genauigkeit anwendbar sein soll, habe ich im 

i ^lOYheTgehenden mit möglichster Deutlichkeit und Bestimmtheit 

K WyoffsqlMben gesucht. Wenn nun aber diese Formel,' wie die 

ft ur(alnr«m g^l^lirt hat, in der That in den meisten Fällen zu sehr 
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den Anderen iScherlich zu machen, so wird doch eine ein&ehe 
Darstellung des wahren Sachbestandes hinreichen, um Jeneo u 
den verdienten Pranger der Öffentlichen Meinung zu stellen. Dieie 
Bemerkungen sind es einzig und allein, welche mich zur Redik* 
tion der nachfolgenden wenigen Zeilen bewogen haben; idiiril 
nur mit wenigen Worten auseinandersetzen, was ich eimtU 
gemeint habe und was Herr Dr. Barfuss aus meinen nrntai 
gemacht hat; das Uebrige ergiebt sich dann von selbst. 

Es Ist eine bekannte Sache, dass durch mehrmaliges Vor 
kommen einer Erscheinune nur die Möglichkeit, aber nie Ae 
Nothwendigkeit derselben bewiesen wird ; 100 Beispiele iiSr eise 
Regel (etwa die regula falsi) beweisen nur , dass dieselbe richtige 
Resultate I iefern kann ; ein einziges Beispiel aber , in wel- 
chem die Regel nicht trifft, reicht hin, um ihre Unsicherheit (Nicht- 
allgemeingiiltigkeit) zu begründen. So habe ich a posteriori a» 
den Consequenzen , welche sich an die Gleichungen 

0=(a; + ^ + (a:» + p) + (a:» + ji) + .... 

knüpfen , die Unsicherheit der Rechnung mit divergirenden Reihet 
dargethan; ich habe ferner gezeigt, dass der euiicige Weg, iv 
aus diesen Irrthümem des Calcüls herauszukonunen und sich t«r 
künftigen zu hüten, darin besteht, die Begriffe der arithmetisciMi 
Summe und der syntaktischen Entwickelung durch besondere Zei- 
chen auseinander zu halten ; das Erste war eine vollendete That- 
sache, denn nur ein Blinder konnte die Resultate dc^ mi^tbeÜ- 
ten Rechnung leugnen und nur ein Wahnsinniger sie richtig finden, 
das Zweite war ein Vorschlag, und gewiss ein beachtungswerther. 
Würde nicht der Geometer die Hände über dem Kopfe zusammeD- 
schlagen, wenn man Gleichheit mit = und dann Aebnliehkeit anch 
mit = bezeichnen wollte? Nun nennen wir aber Summe einer 
Reihe die G ranze, welcher man sich nähert, wenn man imnei 
mehr Glieder einer Reihe addirt und wir beweisen, dass man 
die Summe der ins Unendliche verlängerten Reihe gleich setzen 
darf. Bei einer divergirenden Reihe wie 1 — 1+1— -etc. giebt e8 
keine solche Granze, also keine arithmetische Summe und wer 
jetzt dies einer bestimmten Grösse gleich setzt, bringt eine eben 
so. heillose Confusion in die Analyse, wie einer, der Gleichheit 
und dann auch Aehnlichkeit mit = bezeichnet, in die Geometrie. 
Was erwidert nun Herr Dr. Barfuss auf alles Diess ? Nichts f — 
Die Thatsachen ignorirt er, auf den Vorschlag findet er sich nicht 
bewogen einzugehen, aber halt, er bringt ein Beispiel, worin die 
Rechnung mit divergenten Reihen etwas Richtiges giebt. — Lächer- 
liche Polemik! als wenn ich je geläugnet hätte, -dass unter Um- 
ständen bei solchen Rechnungen etwas Richtiges heraus koninieo 
könnte, dann nämlich, wenn die Reihen der Art sind, »dass «ie 
innerhalb eines, wenn auch kleinen Intervalles convergiren. Diess ist 
in des Herrn Doctors Beispiele der Fall, die Reihen 1 — 'ar+ar^ctc., 
1 — 2^+3ar2 etc. convergiren fiir ar<l, und da das unter dieser 
Bedingung gefundene Resultat eine blos identische Transformation 



28» 



vui. 

Dflrfte man sich zu der Annahme berechtigt halten^ dass die 
einander parallelen Qneerschnitte eines Körpers wenigstens nähe- 
niDgsweise in kleinen lotervallen der Bedingung 

gWjRfltop« :«q jivOfde iiiaiU; unter ^wenduitt gaiai%äMifilya*J3«aeu^ 
Dta^ wfe rörher, die Hohe A in 3n gleiche Thene'tntined;Mna 

Genamgkeit, je grosser n ist, für V den folgenden Ausdruck : 

+ 4-3^(''6+3f7 + 3F,+F,) , 

IL. 8. tV. 






-f J •3g^(Jp8n-3 +o/*3fi— 2 +3^3«— j -f Fan), 



also, wie hieraus leicht folgt: 

35) F=ä.^tFo+3Fi+3Fa+2F3 

+3F4+3F5+2Fe 
+3Fy+3F8+^Fa 
+ 3Fio+3Fn+2F,a 

U» 8. W. 
+ 3Ff «_ 6 +3F3n_4 +2F3 n- 3 
+3F8fi»:.2+3Fjj.n-l + F n 

Dass auch diese Näherungsformeln einer Verallgemeineruns 
fähig sein würden, bedarf nach deiki Vorhergehenden kaum noch 
einer besondem Erinnerung. 
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und die Coenizientenbestimniiing geschieht aUo mittelst des Wä 
thes «=0; daraus folgt, dass, ivenn man 

setzt, Bo=Ao9 Bi = Ai,..». sein niuss, weil für ^'<a, midn 
Buth fbr ^==0, die FunKtionen f(ai) und (p(x) zusanunenfalleB. 
Gilt also die Gleichung fJ^S, so gilt auch die folgende: 

, '2 /** sinatcosxt . , ., . 2 /*• sinar«cosa< , 

^^^^^Vo i ^^^+^(^^^0 i * 

Sollte nun die Gleichung Q>f\ über x=a hinaus Doefa irgOMl 

eine Bedeutung haben, d. h. sollte die Reihe in ireend einer Be 
Ziehung zu q>(x) stehen, so müsste diess in der Gleichung (0) ebei- 
so der Fall sein, weil hier dieselbe Reihe vorkoromt. Für ^ >f 
reduzirt sich aber die linke Seite von (0) auf il>(ai), und dal« 
haben wir den Satz : wenn für x^ a eine Beziehung zwisclm 
A^-i-.AiX^A2X^+.,.* und der Funktion q)(a:) statt finden «oll, M 
muss dieselbe Beziehung zwischen Ao-i-AiX-i-etc» und ^bC^) V(K^ 
.banden sein. Nun ist aber flf(x) eine von q){x) verschiedeBe ml 
^cilKg willkührliche Funktion und zwischen einer solchen und eiB« 
ganz bestimmten Reihe (d. h- einer solchen, deren C<>effi9ifti|p 
udveränderliche Wertbe haben) kann überhaupt gar keip«^ fiea^ 
hung statt finden , eben weil durch die Willkührlicbkeit wqß, f(ß) 
jede etwa statuirte Beziehung sogleich aufgehoben werden um. 
Da nun zwischen il)(x) und der Ileihe kein Zusammenhang mög- 
lich ist, so giebt es auch keinen zwischen (p{x} und der Heih^ 
sobald a:^ a genommen wird. Dass aber gleichzeitig die Reibe 
divergirt, weiss man a priori aus dem Cauchy sehen Satze, dens 
der Modulus von a: ist hier grösser als der Modulus a desjeniigeB 
X, für welches (p(x) eine Unterbrechung der Continuität erleidet 

Wenn sich nun bei dem Streite über die Zulässigkeit dife^ 
genter Reihen Herr Dr. Barfuss <larauf beschränkt, die Haupt- 
sachen unerürtert zu lassen und gegen Dinge zu eifern, die KU 
von allem Anfange her zugiegeben habe , so tritt dagecen die wirk- 
lich entsetzliche Erbärmlichkeit seiner Polemik da in ihrer gaozes 
Glorie auf, wo er gegen das Resultat 



l 






zu Felde zieht. Bis hieher hatte der Streit von seiner Seite dod 
noch einiffen Schein von Ehrlichkeit, hier aber fangt er an, sich 
solcher Waflfen zu bedienen, mit denen man, um einen gelindefl 
Ausdruck zu brauchen, seine Moralität in ein zweideutiges Licht 
stellt. Ich bitte zu vergleichen. -— Meine Frage war: ist 



/ 



^lx + C oder = Uix^) + C 



X 



und also in aoaloger Bezeichnune, wenn in der vorhergehenden 
Gleichung n — 1 für n gesetzt wira^ 



(n-l)= 



(«1 — ö^«^!-^— «%)(«! — «4)("l — «ft)^— («1— ««-i) 

. ^ 

"^ (%— «i)(fl^— ««b)(«^— a;ft)(fl^— Oft) .... («^— e^-i): 

. V 

(«♦— «i)(a4— «a)(«4— «^)(«4— «6)--(a4— ««-i) 



n. s. w. 






(««-1 — «i) («ü-i— «^(«f^-i — «aX««-!— «4).... («»_i— ««_,) 



setzen. 

Addirt man^ um eine Relation zwischen den im Allgemeinen 

durch (n) bezeichneten Grossen zu findeil , die beiden vorhergehen- 
deo GkichuDgen au einander , so erhält man mitteist leichter Rech- 
nung: 



' («1 -«1) (oi --«%) W— «4) («I — «^ •••• («1 ^«1«) 

a^^+aj^il-an) 

(«»~«i) (««—«%) («»— ö^) («a-«») ••" (««—««) 

(«3— «l) («3— «2) («^ — «54) («3^«^) •• •• («^ "•^) 

«4^+1+^4^(1—«») 
(«4—«,) («4—02) («4— «3) («4— «ö) («4—«») 

u. s. w. 

«n-l^+l+C^n-iCl — an) 



^ (tf»_i— .ai)(a»_i -«a)(aa-i — c%).... (««-i — «„_2)(«»-i —«») 

"*" (aW--«i) (««— «2) («n -^ «i) («n ~ «4) f .. •• («n — 

Welt Biati tnra aber 

«„A* = a„A*+i + «,^ (1 ~ «„) 

^ kaaa, sa lässt sich die vorhergehende Gleichung auf den 
) Mea Ausdruck bringen: 



!■ . • 






(«1 — ö«)(«i^-o^)(ai— ^4)(«Ji^«») •••• («X—««) 
(«i--«i)(aa--«%)(l^-fll4)(^— fi^)^--(Q(ii--ab) 

(«i — «i) (ö^— «2) («3 -«4) («^-^ä5)....(ai,— ciy 

. «"^+^ 

^ (an— «i)(«ii— OgXcra^o^) («»— «4)....(ai,— 0,^^) 






(«1—0^ («1—«^) («1 —«4) («1 — «6^.— («1— ««) 



.M 



(«3 — «l)(«3— «a)(«3— «4) («8— «5) • - («^— ««) 

u. ». w, 

"*" («n--<fi)(«ii-^a2)(cfÄ--a3)(«n-^«P4)-»-(««"^«^«»-^i) * 
also in der eiDgeiiihrten Bezerchoung 

(w~ i)+(«)=S)+a-«.).(«), 

woraus sich auf der Stelle die Relation 

(w) = (M-l)+a«.(w) 
ergiebt. 

Zerlegt man jetzt den Bruch 

_jr - .^ 

(«1 — «a) («1 - «3) («1 — «4) («1 — «5) .... («1 — an) 

nach einer aus der Theorie der Zerlegung der gebroch^en ral 
nalen algebraischen Functionen in sogenannte einfache Bräche oi 
Partialbrüche sehr bekannten Regel *) in Partialbrticbe, ao ert 
man ohne Schwierigkeit: 



>*)'M. «. 0. B. meinen LnUfaden ffir 4on er^teti Vutiitfi 



in der hohem Analysis. Leipsig. 1838. :•& 161. 



r . • 



" .; I 



«KT 
] 



■^**r 



(«1 — ß«) («1—«^) («1— «4) («1— a6)—(«i— ^) 

1 

~ («1 —««»)(««— «^)(«%— «4) («a— «Ü •••• («*—«■) 

(«1 -«sX«^— «öXc^'-^iK«^— «^fi) ....(«3-««) 



(«1— «4)(«4— «a)(«4— «3)(«4--«6) •— («4— "<*«) 

11. 8. W. 

l 



+ ^ 



■ — ■■■■»— ^^ ■■ I , iB^. ■■■■ .^ I. -■■ ■■ ■ ■■ l y ■ ■ ^^.^^^M ■^■- ■■■ M II Ml I ■ ■ mm — 

(«1— a„)(a„^«2)(«ii— «%)(öfi— «4)". («n— a«-i) 



/^ 



0= » 



(cf| —«2) («1— «3) («1 -«4) («1 — «ö) •••• («1 — ««) 

. 1 . 

(«3— «1) (l^— ««)(«%— «4) («l^— ««) •• •• («%—«■) 



. « 



(«4— «1) («4--«a) («%-^ß3) («4— «ö) •• •• («4—«») 
(«»—«,) («ii—a2)(«Ä— «3) (««—«4)—(««»"-«»--i) 

1 

[glich ist 

, («) = 0. 

Weil nun 



J>: 



« . _ 

^> so erhält man mittelst der Gleichungen 

''•'fc' Dach und nach: .■.,.!;;'!• '(/i '».i •i^' 



(■2)=0,' 

» 

(3)=bO, 

(^) = (2) + «%.(^=0. 
c5)=:(2)4-«j.(3) = l; 

(i) = 0, 

(4)=(3)+a;».(4)=0, 
(l) = (3)+«».(i)=0, 
(4) = (5) + «4.(4)=t; 

O I 

(5)=0, 



o 



(6)=:(4) + a5.(5)=0, 
(5)±=(i) + «5*(6)=0> 
(5) = (4) + a^.(^)=0, 
(5) = (4)+«,.(5)=l; 



U. 0« W. 



Das Cresetz des Fortschritts liegt hier deutlich ror A 
und wir gelangen daher durch diese Betrachtung zu dem allg 
nen Resultate, dass 

(>i) = 
fär ft<n — i, dagegen 



(«) 1 






fiir fi— n — l, so dass also immer 






«—1 
(n) = l 






ist. 




' , 


Setzt man 




/ 


«1 = 1, «i^3s:3, ^=^9 firi= 


-.4;....4i_fi; 


Mtkarluupft 




- ■ » i » • > ■ ■ 



I t 



dsfl 

cessive die kweile tOD det ersten j die drittel voti-der ersten und 
die dritte von der zweiten at^zleht.. Da wir also nur drei unab- 
hängige Gleichungen haben, so muss es för jede der Coordinaten 
:rvz einen Wertk eet^^y 'welober alle sechs Gleichungen befriedigt, 
oder die dttrt;h die»e Gl-eichungen ausgedrückten Ebe- 
nen müssen sich' 'In hinein Punicte schneiden. 

Wir wollen nun die drei ersten Gleicbungßn auflösen , um die 
Coordinaten d;es Schnittpunktes jener sechs Ebenen zu bestimmen. 
Damit die Rechnung vereinfticht werde , werden wir setzen: 



1 V 



a:'« + »'* + *'*=««', y«^— 2"//"=!'. i'x'"— af '!!'• = rf, 

und uns einiger von den Relationen bedienen, welche Lagrange 
zwischen diesen Grössen aufgestellt hat, nämlich: 

(1) r{T-^'i'—^t^. (3) " a;V +yY'+a:"V"=0, 

^= i ', l»7 "1 ' 

(0) ^ X = j » (7) < y 3= ^-^^ , 

a;* = ^ — tjp ^, ^ y = . ! ■ ;i ' 

W l * — ~: 1 — ' ' 

Durch Elimination und 4i>^sii^i>jS ^^^ ^ünf ersten Relationen 
erhalten wir fär die Coordinaten des Schnittpunkts 

X = —^ H : 2jf-- ^ r:, 

(n'ß"'+ß'rry^ W" -t- ß'n") H- (fi'T+ß"v'") 



soo 



(n) = (ft — l)-|-flte. 



Durch successive Anwendung dieser Gleichung erhält man lei 
Nun ist aher . . 



Also ist 



(2)= * — + - ■ ■ :gs: ■ ^ ?^1-f fl^' 



n 
(n)=ai+a2+as+a4+.... + a«. 



was mir auch eine bemerkenswerthe Relation zn sein scheint. 

II. 

Die Ytete Klasse der Kombinationen ohne Wiederholnngeu 
die Elemente * 

€Cx$ txx, fXfxj a-py*»» 
wollen wir im Folgenden der Kürze wegen durch 



m 



.1 JSL(af>i.,j»vr,.*'*) -M -• 

beaieiehnen, mid w«UQn,i.dies:y0ramigeget|t».\(iberhaMpt; 



m 



, i^(l,3,4,5,....,n).aa^^ 

(«2— «i) («2— «b) («2--«4) («a— «i) •••• («»— ««) 



» 



(«3— «i) («3— «a) (of3— Ö4)(a3— a5)....(o^— «ii> 

(«4— «l) («4— «a) («4— «3) («4-^5) •••• («4— «n) 

u. s. w. 

i?(l,2,3,4,....,n — i).a„^ 



setzen. Ist nun 



m 



K(\ ,2,3,....,^' — 1, A ;- f l,....,n — 'l,n).gtA^ 
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n aligemeines Glied dieser Reihe, so kann man dasselbe unbe- 
:hadet seines Werths hi' Zähler und im Nenner mit ^k — 0^4-1 
lultipliciren, und erhStt dann als ZSUer 



m 



— K(l9%,3i,„.»i — 1, Ä:-|-l,...., « — l,n).at^an-|i, 
id als Neimei; 

(«k— ai)(ai— to^..*,(aik--a*--,)(a*--^ik4-l).M.(at— an)(a 
^en Zähler aber kann man änf folgernde Art umformen: 

m 

JSl(1,2,3,....,ä:-— 1 ,A:+'l,....,n — l^n) 



^(1,2,3,..-.,*— i>Ä + l,.-..,ir—l,«) . „ 



+ K (1,2,3,....,Ä-— l,A'+l,....,w — l,n).at / 

dass also dieser Zähler^ weil naeh einem sehr bdcannten Satze 
der Kombinationslehre 



+ K (1^2,3,-...,Ä— l,Ä + l,...»,n— l,n).an+i 

= Ä^(l,2,3,....,i — 1, Ä-i-l,....,n,w + l) 

«d 

m 

ir(l;2,8,....,it— 1, Ar+l,'....#w — l>w) 

+ Ä^(1,2,3,....,Ä- — 1, Ä:+l,....,ii — l,w).ajfc 

= ^(1,2,3,4, ....,w) 
> sich anf die folgende Form bringen lässt : 

Ä(l,2,3,....,Ä:-l,A: + l,....,«,w + l).afc^+^ 
— Ä(l,2,3,4,....,w).a4^ö{j»+i. 

^^enden wir nun diese Transformation auf die oben durch 

^cichnete Grosse an^ und zerlegen zugleich ieden einzielnen 
^ch nach Maassgabe der beiden seinen Zähler bildenden Theile 
t^zwei Theile, so erhalten wir ohne alle Schwierigkeit 

19 • 
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toB-— «i) («2—«%) («ar-« J («»-^5) •••• («2— «^'+1 ) 



(«^—«1) (a4-*«2) («4-1^) («A-TÄä) «... («4—«"+ *) . 

U. 8. W. 

"*" («ir— ai)(«ir— ai8)(air-«s)....(ai^^ 

m 

(«1— «2) (ai--«3) («1— «4) («1—^6) («iT^+i) 

m 

iS^(l,2,3,4...., w ).ttg^citB4-i 

(«ss-^^i) («2— «3) (aa-"«f4) (%-^^) -. (<^-r-a«+i) 



Jg(l,2,3,4,.,..,w) . tt^M «„^.j 



is:(i,2,3;4,....,»)> «4^0.144 



U. 8. W. 
m 

Ar(t,2,3,4,....,»).tt^tt,-^^ 

(«» — ai)(a«— «a)(an— o^)....(«n— ofi»-i)(«»— «n+i) 

Fügt man aber dieser Reihe hoch die verschwindende Grosse 

m 

fC(l/i,3,4,....,n).a,4ii"4i 

(«n+i —«1 )(«n+i--«2)(afi+i— «sXan+l-— «4).... («n+i — O») 

: m '. • 

ir(l,2,3,4,....,n).an+iAia„^j 



(«n+i~ai)(«n+i--a2)(an+i-^-^3)(a«+i--«4)----(«»+i--ai») 

•"•'■••■• . 

bei^ so erhält man in den oben einsefiihrten Zeichen ianf dei 

Stelle die sehr beraerkenswerthe Relation: 

(n)=:(M + l)-«„+,A:(l,2,3,4, n).(if + l), 

oder 
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(n+l)=(n)+fli+iiSr(l,öi3,4,....,»).(n+l), 

oder , . / . 

o»fiJfa.2,3,4.....,n).(n + l)=(«+l)— («), 

% - - 

wobei man auch noch bemerken . kann , dass dies6 Gleichungen 
noch etwas mehr Symmetrie erhalten ^^wenn^ man , was offenbar in 

gewisser Weise ^erstattetJst» (n-fl) för (»Hhl) schreibt. 
Wenn man in der Ueihe 

(flfi-- i4)(ori-^)(a, — «JK— a5)....(ai— a») 



/r(l,3,4,59....,n) 



(«%— ai)(«3— «a)(a3-.ofJ(a8-a5). .. («3— a„) 



A:'(1, 2, 3,5,. ...,«) 



(«4-f^)(«4-^«^(«4-r«»)(a4r-^v..(a4--an) 

u. s. w. 

y(l, 2,3,4,...., n^l) 
(ffir-«i)(aii— «aXair— «aX«»— «4).... (er«— «n-i) 

den ersten Brach auf bekannte Weise in Pärtiälbrfiche *) zerlegt, 
so erhält man ohne Schwierigkeit : . . 

m, 



m 



_ Jg(l,3,4,5,..l.,n)>-^JE(2y3,4,5,....;n) 

MS VIS 

g(l,2,4,5,....,n)— Jg(2,3,4,5,....,w) 
K----«i)(<%^öa)(«8-«4)(«3--«5)--"(«8--^«) 

I 

'!gtl,2.3,g,...:,w)~ JC(2,3,4,5,....,n) 
(«4— «i)(«4— «a) («4— «%) K— «ij) •••• («4^-«n) 



•'•■"' ■'■ • u. 'd. w. 

m m 



. _ ig(l,2,3,4,.,..,7t— 1)— ir(2,3,4,5,....,n) 
(«« — fi) (a« — a«) (a^— 09) («»--- €(4) .... («B -- cfn-i) * 

Weil imn^ aber nach dem schon vorher angewandten Satze der 
Kombinationslehre 



) Hui Terglotbhe I. 
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m 



*:a.3,4,5,...., «)-;- Äi(3.3,4,5,....,i») 
=^(3,4,5,..,.,«) + «^*(3,4,5, m) 

=(«1— aB)Ä(3,^,5i....,n), 
«(1,2,4> 5, ....,«)— ^(2,3,4,5,.;.., w) 
= K(2,4,5,....,n) + criC(2,4,5,....,n) 

m • ifi*«1 



==(«1— ^) *^(2> ^6> —•5 n) , 
^(1,2,3,5,'...,«) -S:(2,3,4,5,....,n) 
= ä:(2,3,5,....,ii) + tij,K(i,3,5,....,n) 
-*:{2,3,5,...,»)— c^(9,3,6,....,ii) 

m-i 

= (ai--c?4)Ä (2, 3 , 6 , .... , «) , 
5(1, 2,3,4,.. ..,Ä-^l)—5(2,3,4,5,.,..,3i) 



= f(2,3,4,....,7t— l)+a7^(2,3,4,....,ii-l) 



— Ä(2, 3,4,...., w—l)-a„Ä (2,3,4,...., ii-I) 
= (ofi— a«)if (2,3,4,... .,« — 1) 



ist; so ist nadi dem YorbergeheiideD 

(«) 



__^_^ #C(3,4a5,*^.^,n) 

(<^-T^) («27^) («^-«ft) •••••• («r-«») 

Jr(2,4>6,....,w) . 
(«8~«a) («3--^4) (<Si— «ö) • («3—«») 

jr(2 ,3 , 5 , ..•-. , n) 

llt— - 1 

jg2,3,4,....,yi-l) 

(««— «a)(«n— «3)(««— «4) •••••• («fr-*"«i^-i) 



\ : • • 



Nun ist aber klar,- dmA man eine der vorhergebenden gaii 
ähnliche Zerlegung jetzt wieder von Neuem in Anwendung brin- 
gen kann, und wenn man dann diese Zerlegungen weiter fort- 
setzt, so muss man noth wendig endlich auf die folgende Glei- 
chung kommön: \ : 

(n) 

1 
- K(my w-f-2, wi-f 3,....,n) 



■ ■« t »« 



(«m+l— am)(am+i— am-f2)(am+l—am-hi)....(am+i — «n) 

- ^__|v^_i A(m, m-f 1, m + 3,....,w) 

• «.8. W. . 

'' ■ (an--am){an-^Ofm+i)(a«— Om+a) ••••(««— «n-i) 

Wendet man tiun di>er die erwähnte Zerlegung nochmals an, 
was jedoch nulr flir Vt>7?t-|-1 möglich ist, und bemerkt, dass 

1 
K(m, m+2, m+Z, ....,n)=^cim + cim^ + a»^z + + aji, 

. '. u. 8, w. 

ist, so erhält man 

,.■.'..... 

m, o 

':■:'•:■• 1 ■ \ ': (n) 

r-^ , 4v ■ 1 • 

^— # _ 1 1 --—-■-'-- — 

^ ^ * (am+l— «w+a) («m+i — «m+s) •••• («m+i — «n) 

X Im-/ 



, «As (mmm Iji"'' • « ■■ ■ . ' ' V y ' > '■ ' ■ ' * ■ -^- 



U. S. W. 



J. |, , 1 |M n ■■■ ' ■■■ ' ■■■■ ^ ■ II ..■■- I. ^ 

. . , («■—«w+i) («»—«»+«) (a«-T-Ofi-,) 

> 
und weil nun die Grösse auf der rechten Seite des Gleiehheits- 
zeicbeBS, wie unmittelbar aus I. hervorgeht» der' Null gleich ist, 
80 ist überhaupt fär n>?ii-fl: 

m, 

(n)=:0. 



' .' ■ 
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Für it=ifi-4-l ist dagegen nach dem Obigen - 

^ ^ '«m — «m+i ^ ^ «w+l — ««• 



= (^l)m-l. ""^i ^^ =— (— 1)«^>=:(~ l)»i. 

Es ist also 

ntyO m, o 

(ji)=0 oder («)=(— 1)«, 
jenacbdem 

«>iii+l oderii=iif + l 
ist 

Ueberhaupt ist nacb dem Obigea 



m 



Jr(l,3,4,5,....,m + l).aa'* 



(«2— «i){«a— c^)(«2--«4)(«i— «ö)-- («a— «»«+i) 
' Jg(l, 2,4,5, ....,m+l).fl^/^ 

m 

^(1,2,3,5,...., m+l).g4M . 

u. s. w. 

ür(l,2,3,4,.,..,m).cm+iM 

(ain+i-^ai)(am+i— aa)(ixm+i— c^)(am+i— «4)... («m+i— «m)' 

also, wie leicbt erhellet: 

(ai-«2)(«i-«3)(ai-a4)(«i— «%) — («1— «iiH-i) 
(«a— «i) («2-^3) (fl^ — «*) («2 — «ö) • — («a — «m+i) 

U/s: w.' ■ • ■ 



»7 



Hieraus scbliesst man mit Hülfe von I. leicht^ dass 



aber 



m, 1 m, 2 m, 3 mftn 

(«l+l)=0, (m+l)=0, (m+l)=0,....,(m + l)=:K); 



m,in-f-i 

(m + 1) = aia^txzct^--.* Um^i 



ist. 



Aus der oben bewiesenen Relation 



'm,fji-\'l m,ix m ß 

(» + l) = (n) + a„+iJS:(l,2,3,4,....,it).(«+l) 
ergeben sich nun die folgenden Gleichungen: 

m, 1 iiiy m o 

(«)=(«— l>+aaÄ:(l, 2,3,4,...,, ii—l).(w), 
(«) = («-l) + flf.JK:(J,2,3,4,....,n-l).(ii), 
(«) = {n-^l) + anS:(l , 2, 3, 4, .... , 7i~l) . («) , 
('«)*=(»'üll) + a„^(l, 2,3,4;...., M-l).(«), 



U. S. H*. 
m 



fi-*2 



'^(Sl)=(n-l\+a„if (1,2,3,4,..,., 11-^). («); 



also, weil nach I. 



(«) = (i) = (i) = (i) = .... =:"(«j^=0 

ist: 

tn, 1 m, 

{«) = (n-l), 

■ m, 2 III) l 

(n) = (n-1)^ 

m, 3 m, 2 

(«) = (n-l), 

m, 4 m, 3 

(«) = («-!), 
u. s. w. 

■Wjllr— 1" 111,11—2 

(«)= (»-1); 

mid in dem nachfolgenden Schema sind folglich oflfenbar die 
sfimmtBchen in vertikalen Reihen stehenden Glieder einander 
gleich : 
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....i. 



t t 



n. . 






il 



S^ 



9 



y\ 



1^. 



.Vö 



•5 



+1 



If IJ» 1^3 -?! 

3^^ .fcö- .^-«* ""*^ 



I- • 






Sa 3 g 



••»•••• 



3a 



3 

1 
ei 

I s 



5 









V 

i-i 

8ii 

il 



9 



IT' 
I 

10 



^f 



? 



a 

3 









-fcO" 



1? a S^ i ^* 

L^ 'T i? 

>£^ ^fc^-^ >Sf»* 






• r 



t .1 < !;i:'- 



■"I » 



' f • 






+i 



.JM» • 






4S. Ä*. 



w« 



.^* 



9 






\Wli 



99» 



Weil nun nach denl VorUergeheodien ^ 

(a)=0, (n-l)=p, («-2)=0, (»-2)5=0,v..(w+2)=0; 

'■■"". :';■■■' ■■■ ■ ■ (m+i)=i(-^i)'^{: , : 

(m+l)=0, (»i+l)=0,....(ni + l)=0, (m + l) = ' 



ist; SO ist . . , A 

m,o 

.(«) =5 0, , ,V.\ 



* » fc ' 

t 1 / 



(n) 3= Oi 
•(«) = 0, 

m, 3 

(«) = 0, 



u. s. w. 

■ . . • . • • " «ll». •.«!■ « i,'.- 

(n) 3C Q,, . ... »; 
»i>ti— •» — 1 ...,,■ 

(«) = (-1)*, - ' 



(n) = 0. 






U. 8. W. 



(«) r^ 0, 

w = 0. ' .- . . 



•\ 



\ » 



lii: 



I 



Der vorhergehenden Retationeii kann man sich jetzt zur allge- 
meinen Auflösung der n folgenden Gleichungen de^ ersten Grades: 



4 



Ai + A^ai +A^ai*+A^cci^ + ...... +AnCCi«--^ = ai , 

A + -^2«^ +^S«3* + -^4V + ..." + ^na3*~^ = «3 > 

I 

^i + A^ct^ + ^3a4*+ -44«4'+ ...... + Ana^'^-^ = a^, 

^ * ■ ' v ' • • U. S. W. ■ ' ■ • " ' ■ ^ 

Ai + A2lDtn + A^an^ + A^cen^+ i-AnCCn^^^=an 

zwischen- den tfi; unbekannten Grussep .^ 



II ,-»■•" i • 
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^l> "^9 il8» ••«4y»» -«« 

sehr einfach auf folgende Art bedienen. 

Man multiplicire die obigen n Gleichungen nach der. Reihe 
mit den folgenden mten Kombinationsklassen, wo wir die Bezeich- 
nung grösserer Deutlichkeit wegen gegen früher absichtlich etwas 
verändert haben: 



m 



m 



^(ßa> «s> ^4> a5,....aii), 

m 

m 

ä(«|, O29 ^49 «5> ••••«») 

m 

u. s. w, 

dividire dieselben dann nach der Reihe durch die Producte 
(«i--«2)(«i— «8)(«i— a4)(«i— «6) («1—««), 

(«a— «iKoi-«») («3 — «J («^ - «6) - • (<^— ««) » 
(«4— «i) (tt t— o«) («4—«%) («4 — «ö) •••• 0*4 —on) , 

tt. 8. W. 

und addire sie hierauf sämmtlich zusammen ; so erhält man offen- 
bar die. folgende Gleichung: 



m,0 m,i m, 2 m,n— m—a 



+ ^»^.(n) ' 






fIB 



(«k -i«a)(«i— :«%)(ai— «4)(«i — «•) («1 t-««) "* 

• ■ ■ • : 

m 

(«I— «^) («• — «%) («»^«4) («^—«ö) (««— «n) ^ 



sex 



(«4— «i)(«4— «a)(«4— <%)(a4— «ö) («4-««) * 

tt. s. w. 
m 

j i^(gi> cfa? «3> «4?""^»— i) 

"*" («« — «iX«!» — aa)(a«— «i)(a«— aj....(an — «n-i) 

und es Ist folglich nach II. , 

m 
m 

(«2— «i)(«i—oii)(ai--a4)(«2--a6) ••••(«»--««) ^^ 

m 

^ "*■ («3— «i) («8 — <^ («8— «4) («3— «ö) («8-««) ^ 

m 

"*" («4— «i)(a4— aa)(a4— a3)(«4— «ö)-— («4— «») '^ 

u. s. w. 

m 
■*" («fi----flfi)(a«— c^(«n---a8)(a«--tt4)..;;(ttii--Äa-,)^ 



I • » II I 



ein nr5llfs independenter Ausdruck für jede belieMge der eesucb- 
ten n unbekannten Grössen. 

Bemerkt mag noch werden , was sich übrigens auch nach dem 
VorhergehendcD eigentlich schon von selbst versteht, dass 



(«1 -«t) («1 ~«^) («1— «4) («1 — «ö) •••• («1 — ««) 
. ^ £g 

(«a— «1) («a— fl^ («ft— «4> (««— «ö) ••••• («a~««) 
«8 



(a8-«i)(«8— '«^(ß^— «4)(a3— «ö)-— («8-««) 
+ 



«4 



(«4— «l)(«4— Ojj)(«4— C%)(cf4— «5) ....(«4— an) 

u. s. w. 

(««—«1) («n— «a)(«n~c^) (««—«4) •••• («n— a»-i) 

ist 

Auf diese Weise sind die gegebenen n Gleichungen des 
mien Grades vollständig und vouig independent aufgelost. Zu- 



gleich enthält das Obige verschiedene b^merkenswerthe aritfame- 
tische Sätze, von denen der eine von uns besonders hervorgehe« 
ben worden ist; die übrigen wird der aufmefh^ame Leser eewiss 
auch ohne besondere Erinnerung n\cht unbeachtet gelassen haben. 



" I 



Vejber einifre üätse der Zahlenlehre. 

Von ^ 

dem Herausgeber. 



Aus den in der vorhergehenden Abhandlung bewiesenen alt- 
gemeinjen ari1;bnietiscben Theoremen Jassen sich verschiedene be- 
merkeijswerfte. jS^^ze^ von den Zahlen ableiten^ von denen ich 
einige m dem vorliegenden Aufsätze ieiitwickef n will , ohne Jedoch 
äir jeUt.4fe Absicht zu haben, diesen Gegenstand, >^,«rdfi(k«fpfeD. 

Wenn wir der Kürze wegen jetzt = * .iv; . i.;.!- ii;» 



I ■• . 



^n = («1 -«2) («1 ^«3) («1— «4)<«l-^d) -' K ^-^ 5 

\ 

iln = («a—«i)(«a-^3) («a— «4) («a— «s) («2—««)* 

t 

Hn = («3 — «x)(«3 — «2)(<*3 — H) ("3 — **6) •••• (**3 — **»)> 

II„ =1 («4—«,) (a4--<*a) («*—«») («4-~*6) •••:•* (*4-^«»)> 

u. s. w. 

n 
iin = («n — ^i) (an — ««) («n — ^»sX"«"^***) •••• (*« — «"— l) 

setzen ; sp , iiit ip der In der vorhergehenden Abbandking gebrauch- 
ten Bezeichnung 



1 ■ f 



Wenn pim von jetzt an 






jfhin ir.;^!''!:0|»..ii2» ci§».a49 ••••» ^ 



SOS 

faNiAdf ((poritive «der negative) ganze Zahlen beaejchineii, ynA ^-f 1 
eine in keiner dieser Zahlen aufgehende positive PrimaaU ist, so 
ist, wenn 

gewiise positive ganze Zahlen bezeichnen» nach dem Feitnat^schea 
•Satze , 

«iM=^(^ + l) + l, 

«a^=^(f» + l) + l. 

«jA*=:A3(ft + l)+l, 

u. s. w. 
also nach dem Obigen'-: 

(n) - (^ -if.^) jA +;A + A ^. .... ^. A 

(iTn JT« J7« 27, 

. 1 J.J-+ ^4. 4.-L 

JI« i3k il» JT, 

d. i. in der eingeführten Bezeichnung: 

Weil nun aber, wie in der vorhergehenden Abhandlung gezeigt 
worden ist/ 

(«) = 
ist, so ift. 

• ( JT» J7„ JT» ^„ j 

und foIgCcb ^ 

(H).n»AmAnlfn.:.n» 



f 



n 



=(m :^ i)j ^ ^i» ^« ^n .... n» 

1 S. 4 « 

-|- A2 iiii Jiit 77« •... 77n 

+ Äi|i7«7TnÄ„.... 77„ 
u. s. w. 

1 2 3 «— 1 

4" Aaiin ixA iin •••• iin 
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* Setiien wir jetzt firsit— 1, so da«s also n äne in keiner der 
ganzen Zahlen' ; . . . 

«1> «2, »3, «4,.»..«ji 

aufgehende Primzahl ist, so wird die vorhergehende Gleichung» 
\\ei\, wie in der vorhergehenden Abhandlung gezeigt worden ist. 



ist: 



> «— i -■ 
(«) = (») = ! 



1 S 8 4 » 

J7, JI„ JT„ JI„ .... 17« 

« » 4 «I 

= Wj X^IIn Iln iTfi ...^ JT« 
-fil2i7« Hn An.... Hm 

U.^ K. W. 
1 « J «— l 

und die Primzahl n geht also hiernach unter den gemachten Vor- 
aussetzungen jederzeit in dem Producte 

1 8 8 4 A 

Iln JIn' Hn Hu .... Un 

auf. 

Nun ist aber, wie man leicht findet: 

> ; ' . :.-.■• 

■ • ■ • • ■ • ■ * '■ 1 ,1 • I, 

1 « 3 4 « • .. ' 

Un Hn Un Un .... Un 

= (-l)i«(»~i).(ai-«2)*(«i— «3)*(«l-«4)*.-"-(«l-««)* 

X («a — «s)* («Ä— «4)* — (««-r««)* 

X(a3— «4)*— («3— ««)* 
. ü. s. y. 

und nach dem Satze des Euklides von den Primzahlen kann die 
Primzahl fi in dem Producte 



(«l—«a)*(ai—«3)*(«l— «4)* — •(«!—««)' 

X (««— «s)* («a— «4)* • • •• («2—««)* 

' X(a3— «4)*«— K— ««)* 

u. s. w. 

i X(««~i-«n)« 

I 

4n«i ni%ehc>n/'wMti sie in dem Producte 
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X(««— «s) («a-«4) («•-«■) 

X(ffj— «4) (cey —fr«) 

U. S. :W. 

X(««-l — a«) 

aufgeht; also ergiebt sich aus dem Obigen unmittelbar der fol- 
gende Satz: 

I. 

Wenn die positive oder negative Primzahl n in kei- 
ner der positiven oder negativen ganzen Zahlen 

«2, «2» ^99 04 »••••«(•) 

aafgehty wo jetzt (n) den absoluten Werth von n be- 
zeichnen soll; so geht diese Primzahl n jederzeit in 
dem Producte 

(«1 — ffa) («1— «s) («1 —«4) •— (<*i— «(n)) 
X (««— «s) (««—«4) •— (««—«(«)) 

u. s. w. 

X(o(«)-i— a(«)) 

auf. 

Um ein Beispiel zu geben, so sei n = 5 und 

«4 =+12, C4=— .6, a,=: — 9, a4 = + 8, a6 = +4. 

- Dann ist 

«1— fts=+18* «1— «8 = + 21, «1— «4= + ^* «1— «5=+8; 

«a — «8 = + 3, «2 — 04= — 14, efj— a5=-^10; 

«3 — 04= — 17, «8 — 05= — 13; 

«4 — «6=+4; 

woraus auf der Stelle die Richtigkeit des Satzes in dem forlie- 
^den speciellen Falle erhellet, da 5 in — 10 aufgeht. 



Theil IL. 



ao 



I 



Wenn wir iu d^r vorher g^fnod^nen Gl^ichnog 



/U 1 B 9 4 n 

(l* + 1)1 l^hn n» ITn .... J7« 
+ li^hn Hn An ..« ^n 

u. s. w. 

las «— 1 
T ^""11 /mi 77n fM /Tji 



aber fi=n setzen, so dass also jetzt n-i-i eine in keiner der po 
sitiven oder negativen ganzen Zsuilen 



**i» •a» 's» •4>»—**n 



aufgehende Primzahl ist» so wird die vorstehende Gleichung, weil, 
wie in der vorhergehenden Abhandlung gezeigt worden ist. 



('0=?=«1 + «^ + <»> + «4+- + «n 



ist: 



1 a » 4 n 

(«1 +«.2+«S+«4 + —- + ««)'''ii'Wn/ra/7„ ....77« 

= (w + l){ AiTTn /Tn 7/„ .... 77„ 

+ k^^n An An .... JIn 

+ ^77«^„77„.... 77« 
U. S. W. 

+ ^,//i,7In//„.... J7« 

und die Primzahl n + 1 ^eht also hiernach unter den gemachten 
VjtHTWßfiffltalingen innrer m 4^99. Jh?Qili*cte 



1^14 n 

(«1 + «2 + «3 + «4 + .... + ffn) 77» 77fi 77» 77« .... 77n 



auf. 



Auf ganz ähnliche Art wie vorher leitet man hieraus mit 
Hülfe des Satzes des Euklides von den Primzahlen den folgenden 
Satz ab, wobei wir jedoch, was übrigens, — wenigstens hier -^ 
eigentUch nicht nuthig wäre, der Kürze wegen, negative Wertbe 
der Primzahlen ausschliessen wollen: 



907 



■ f 



I' 



II. 



Wenn die positive Primzahl n + 1, welche grosser 
als 2 ist, in keiner der positiyan ^.der negativen gan- 
zen Zahlen 

/ . - . . 

N 

**1> **«» **8> ®4»"»»*'»l 

aufgeht, und auch deren Summe 

««L + «« + «8 + «« +••.•• + «» 

durch n-|-l nicht ohne Rest theilbar ist; so geht diese 
Primzahl n + 1 jederzeit in dem Producte 






11 1 



» ; 



auf. 



u. s. w. 

><<«ll-l — ««) 



Far7»H;,i*i> und ' ' ' ' ' 

' ' «i.= -12, ««=+8, o,= -ll, a« ==-!:* ■ 



■ ■ '. • . I 
• I 4 i 



also 



ist 



ff ■ 
«1 + «Ä + **S + «4 = — 12, 

f 

/ '«l-"il4S=— 20, «1— ü^=-^l, Oi^ — €8^ = — 15 

«« — «3 = + 19, «2"- «4 = + 5 

«ar-ta^cr— 14 

woraus sogleich die Richtigkeit des Satzes in dem vorliegenden 
8peciellen Falle erhellet. 

Wäre 11 + 1 = 5 und 



cei=— 9, aj|= + 7, tf, = --ll, «4=:— 2 



•bo 



'V, 



} 



00 wSre 



«i+«a + «8+«4=~18; 

I ■ • • ■ ■ 

«i--«2=— 16» «1— «8 = + 2, «1-— a^ = — 7; 

<^2 — «s= + 18* «2— «4= + 9; 

«3-"«4=— 9; 
»d fi + 1 wQrde also in diesem Falle, Wo <tte Summe 



•/' 



20 



I 
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r 

durch n-^l ohne Rest theilbar ist, in dem Produete 

t , M.W , m I . ' 

• («1— «a) («i — «s)<«i— «4) 
X(««— «s)(«2— «4) 

X(«S~«4) 

nicht aufgehen. 

Aus dem vorhergehenden Satze erglebt sich nun aber auch 
unmittelbar der folgende Satz; 



ÜI. 

Wenn die positive Primzahl n + l, welche grOsser 
als 2 ist> in keiner, der positiven oder negativen gan- 
zen Zahlen 

•1* •*»» «s» «4» ••••«« 

und auch in keiner der Differenzen aufgeht, welche 
man erhält, wenii man je zwei dieser Zahlen von ein- : 



je ZV 
4t di 



ander subtrahirt; so gent die Primzahl n-fl jederzeit 
in der Summe - \ 

«i + **« + «3 + «4+ •...+«« 
auf. 

Ginge nämlich n-fl in dieser Summe nicht auf, so müsste 
es unter den semachten Voraussetzungen nach dem vorhergehen- 
den Satze in dem Produete 

(«1—««) («1— «s) («1 -«4) («1 -««) 

X(««— «3)(«2— «4) (««—««) 

X(a8— «4) («3—««) 

u. s. w. 

X («»—1 — otn)» 

und folglich nach dem Satze des Euklides von den Primzahles 
noth wendig mindestens in einem Factor dieses Products aufgehen, 
was der gemachten Voraussetzung widerstreitet. 



Nach einer änderen in der vorhergehenden Abhandlung eia- 
geflUirten B«iiffkdbniiig ist 



' it*: 
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7>f» iC(2,3,4,5,....,n).'«i> ' 
(n) = 1 

IT«, 

1 s 

. K(l,2,4,5,....,n).a3^ 



u. s. w. 



. Ä:(l,2,3,4,....,n-l)^W' 

+ n 

Ist nun ^4^1 eine in keiner der positiven oder negativen ganzen 
hlen ' . 

«1* *2> "8* <»4 > •••• «n 

gehende Primsalil, so erhalten wir sanz auf ähnlicbe Avij wie 
SD mittelst des Fermat'schen Satzes die Gleichung 



m 






m 



.) ■■ »•■■■. \ •'■ .:»•■-. 



^ ag.Jga,3,4,5,....,n) 

•T ^ i — 7^ 

. ^.ga/2,4,5, ,>i) 

'■ + -'-^-r^-^ — i 

Hfl 

^ u. s. w. 

A«.Ä:(l,2,3,4,....,tt— 1) 

"f - j^ 

. I:(2,3,4,5,....,n) 
+ -^ — J j 

17« 

, g(l,3,4,5,...,,nj 

• +- — ' . «« ' ., — '. — . 



1l(1,2v4^5,..,.,w 



) 



. I 



t 

«. s. w. 



m 



. jg(l,2,3,4,....,n^l) 

1 '-^ ^ — > 



n, 



1>"!I .'.' . 



M 'f. 

! i IT':!- 



. • '* 



I « 

n 
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d. i., wie leicht erhellet: 



m 



m 

+ ^.-^(1*3, 4,5,....,«) 
* — — 



^ Xs.Jg(l, 2,4,5, ....,!») /> 

JJn 



U. B, W. 






n 



wor wii0 friUier Aj, il9,J^,.,..An ganze Zahlen «Ind. 
Setzen wir nun 

so wird die vorstehende Gleichung: 



' IT« 



+ s 



1 



, Aa.JC(l,2,4,5,....,n) f' 

u. s. w. 
An. Jg(I,2,3A ....,n— 1) 

T n 

• . "..■■* 

also, weil, wie in der vorb^gehenden Abhandlung gezeigt wo 
den ist, ^ 

(n)==(— 1)^», (lt)=:«iii4oej«4.... 






d. I. • weil unter der oben .gemachten Voraussetzung, wenn ni 
dfo Primzahl »-f 1 grösser ids 2 ist, jedenfalls n— 1 eine ung< 



ii-i.ö .«-1,1» 



» ' 
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iät: 



1 9. •% 4 « 



« n-^j 



(n+l){ XiÄ*iiiiiTfi*...//,i*^(Ä,3,4,5i....,*i) 
+jl,JZnii„ja„..../r„.Ä:(i,3,4,5,....,n)l 



* 



u. s« w. 



+l„JT„ flVi jrr„ ..../r„.Ä(l,2,3,4,....,w-l) 

woraus sich ergiebt, dass unter den gemachten Vorani^s6t2Ungen' 
die Primsäahi n+1 jederzeit in 

(«1 ^'««S «4 ••••«Hi-l-l)Äi ^n •"« ■'Ai ..• . "» 

aufgeht '■ ^ 

Gebt null aber die Primcafal n-f 1 in keiner der Differenzen 

«l-*<«t» 0| — «3, ai~»4,....,«i — cci»; 

«a — «3» **2 — «4 >••••> «2 — **«> 

«s-"^4* *«s— «f*; 

li. s. w. 



auf, so geht dieselbe nach dem Satze des Euklides von am- 
Primzahlen offenbar auch in dem Producte , 

nicht auf, und muss folglich nach demselben Satze unter den 
oben gemachten Voraussetzungen jederzeit in 

«1 <*a**8 *4 • • • • ^Ht" * 
aufgehen. 

Hierdurch werden wir unmittelbar zu dem folgenden merk- 
#ttr«0Mi Satee geftbrt: 

tv. 

Wenn die positive 2 übersteigende Primzahl n + 1 
|»lieii|ser dtfr k pesttiven oder negativenl ganzen Zahlö'a 

^i, tß^i ^, »4y., an 

■od auch in keiner der Differenzen aufseht, welche 
■an erhält, wenn man je zwei dieser Zahlen von ein- 
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ander subtrahirt; 8o geht die Primzahl n -f 1 jeder- 
zeit in 

auf, oder es findet unter den gemachten Voraussetzun- 
gen jederzeit die Congruenz 

«j «203 «4 .... «n ^ — 1 (Mod- n + i) 

Statt. Auch ist, wenn die Primzahl ft-hl=2 ist und nur 
in a| nicht aufgeht, offenbar Immer ' 

«tj =-1 (Mod. 2), 

was;, sich von selbst versteht 

Um ein Beispiel zu diesem Satze zu geben, sei n<|-ls=5 und 

«i=+7, ««=-6, «a=+ll* «^4=+ 13; 

also 

airr-a,:::^- 13, «4— «8=— 4, «1 — 04=;r-6; 

«2 — «3= — 17, «tj — «4= — 19; 

«3 — «4=1— 2; 

woraus man sieht, dass alle bei dem vorhergehenden Satze ge- 
machten Voraussetzungen in diesem Falle erfüllt sind. Weil nun 

«i"««3**4 = + 7. — 6. + 11. +13= — 6006, 

also. 

«1 «a*^ «4 + 1 =— 6005 

ist, so sieht man, dass der Satz im vorliegenden Falle richtig ist 
Wenn man für 

die positiven ganzen Zahlen 

1, 2, 3, 4, ..., n 

setzt, so sind die Voraussetzungen dieses Satzes, wenn, nur n+1 
eine Primzahl ist, offenbar vollständig erfüllt, und man erhält also 
aus dem Vorhergehenden die Congruenz 

1.2\3.4....w=— 1 (Mod. n + 1), 

welche den bekannten Wilson' sehen Satz ausspricht« der also 
unter dem vorhergehenden weit allgemeineren Theoreme" als ein 
specieller Fall enthalten ist, und sidi mit der grossten- Leichti^ 
keit aus demselben ableiten lässt. 
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Da mir die vorhergehende ErweiteroDg des Wilson'schen 
Satzes bemerkenswerth su sein seh eint, so habe ich mich ver- 
anlasst gesehen, nachzuforschen, ob nicht vielleicht der Fer- 
mat'sche Satz einer ähnlichen -Erweitemng fähig ist, und will im 
Folgenden das, was sich mir in dieser Beziehung bis jetzt durch 
ziemlich einfache Betrachtungen dargeboten hat, mittheilen. 

Wir wollen annehmen, dass n-fl eine positive Primzahl sei, 
und 

«1» ««> «8* «4 *•••»•* 

sollen n positive oder negative ganze Zahlen bezeichnen, von de- 
nen wenigstens eine, die wir durch ak bezeichnen wollen, durch 
n -f- 1 nicht theilbar ist. Dagegen sollen die Differenzen 

s&mmtlich durch n + 1 theilbar sein, woraus dann, sehr leicht und 
ganz von selbst folgt, dass überhaupt die sämnitlichen Differen- 
zen durch n-f-l theilbar sind» welche man erhält, wenn man je 
zwei der Zahlen 

«1, Og, «3, «4,..., a« 

von einander subtrahirt, so dass man also auch bei der folgenden 
Betrachtung von der Annahme ausgehen kann, dass diese letztere. 
Bedingung erfiillt sei, weil ihre Erh'illung durch die Erffillung der 
eisteren allerdin^ einfacheren Bedingung unmittelbar und ganz 
von selbst herbeigeffihrt wird. 

Setzen wir nun 

«t — ai=Xji,fc.(n + l), 

u. s. w. 

ak — cik = kk,k> (n + 1), 
«t— atfi=Afc-|-i,jt.(?i + l), 

U."» s. w. 

«* — an=^,fc.(n+l); 

wo nach der gemachten Voraussetzung 

*1>*> *%i^9 *8>** A4>i*"»»^»fc 

haÜBr' ganze Zahlen sind, da offenbar auch das verschwindende 
h^k in diese Kategorie gerechnet werden kann;: so! ist 

«1=«*—^, *•(« + !)» 



314 

U. 8. W. 

und w^iin man nun auf beiden Seiten der .GleichbeitszeicbeQ fnul- 
tipUcirty so erbält man otfenbar eiue Gleichung, welche, wenn L 
eine ganze Zahl bezeichnet, im Allgemeinen von der Form 

i«t.' Also ist auch 

und da nun nach dem Fermat'schen Satze, well pach der Vor- 
8osi»etzung ak nicht durch die Primzahl iff 1 tti<frilbar Ist, jeder- 
zeit ttft* — l durch n + 1 theilbar ist, so ist nafih dem Vorherge» 
henden unter den gemachten Voraussetzungen offenbar jedetawit 
auch 

durch die Primzahl f»-f I theilbar. Wir erhalten daher d^ fol- 
genden 8atz: 

f 

V. 

Wenn die positive Primzahl n-fl ii^etiigstens in 
einer der n positiven oder negativen ganzen Zahlen 

nicht aufgeht, dagegen die sämmtlichen Differenzen 
durch n+i ohne Rest theilbar sind, welche man erhält, 
wenn man je zwei dieser Zahlen von einander subtra- 
hirt; so geht die Primzahl n-f 1 jederzeit in 

auf, oder es findet unter den gemachten Voraussetzun- 
gen jederzeit die Congruenz 

^i%<^<'4-***^«=4-l^ (Mod. n-f 1) 
Statt. 

Dass unter diesem Satze, wenn man ihn unabhängig von dem 
Fermaf sehen Satze nach seinem gewöhnlichen AusdrucKe bewei- 
sen könnte, dieser letztere Satz als ein beeoodeter Fali entbelliMi 
sein würde, Icocbtet auf def Stete ehi. 

Setzt man z. B. n+ls=z6 und 

«i = + 12, «a=+7, «3=+17, a4 =+2; 
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8o Mtid dl« Voraus^etzmigeh des vorhergehtondeb Sauses offenbar 
voUsüUidljg OffiHlt/ and es (st 

«1 «2 1% «4 — l^=3»288öi 

d. li. duteh 6 ohne Rest tbeUbar, irie es nadi dem obigea Satte 
erfordodich ist 

Ist aber z. B. » 4-1=6 und 

ai = + 17, aa =+7, ö3 = + 2, a4=+8; 

so «nd die Voraussetzungen des vorhergehenden Satzes offenbar 
nicht vollständig erftült, und es ist 

«1112 03 04 — 1 = 1903 
durch 5 nicht theübar. 



Verbindet man die S&tze V. und VL mit einander, und beach- 
tet« als sieh vmi selbst verstehend, dasS, wenn nur 2 In cti nicht 
anfgefatf oSenbar immer 

OiSTl(Mod. 2) 

PI., ■ ■ 

istj so ergiebi steh der folgende Satz: 

^ ■ ; VI. 

Wenn die positive Primzahl n-4-1 in keiner der n 
positiven oder negativen ganzen Zanlen 

**!».**»» *%* «4,.».. tfa 

I ■ ■ 

and auch in keiner der Differenzen aufgeht, welche 
man erhält, . wenn man je zwei dieser Zanlen von ein- 
ander sahtrahirt; ao gebt die Primzahl n+l jederzeit in 

a«f« oder es findet unter deii gemachten Voräüssetzun- 
gesjederaeit die Gongruenz 

Ol 0^0804. ...oa^—l (Mod. n + 1) 

Statt 

Wenn dagegen die positive Primzahl tt-f 1 wenig- 
stens in einer der n pos.iUvjen oder negativen ganzen 
Zahlen 

^l* ^> ^* «4,.... tfn 

nnd in allen den Differenzen aufgeht, welche man er- 
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i^orauf ein itr")8Bere» plu« folgt, so wird der Wnter em f;etinder 
wet4«ii' .^ird das erste', .l&iig«ie oder kürzere minas Dur durch 
ein kuraea plus nnterbrochen, so wird der WJnter streng aus&l- 
Jbb. Dtes ist eiu schwacher Versuch, um aus dem Anfange des 
vf^itera auf deo weitem Verlauf zu schliesscD, was meines Wis- 
a^aajna Jetzt auf »hoüche Wei«e noch nicht geschehen ist Oh 
die fäfalininf; küuftig die Wahrheit der aufge^eilteu Analogieen 
bestfittgen . wird oder nicht, steht dahin j im erstem Falle würde 
ich die lutfoUate elfjähriger ErfahniUK auf eine hestimntte und 
frnchttniDgeode Weise gedeutet haben. 



Hein letstes^Fort urei^n Herrn Doctor 
BarHiss. 

Von dem 

.Herrn Professor Dr. O. SchlÖmilch 

an der Univenltlt tu Jena. 



„ apat haiamit IIa, doei Ikr kaoimti dw mftit IFtg, 
Graf fMlan', eaitlaiUigt Euer Säumm." 

\i beim Leden der nochmaligen Einreden des 
8 verschiedene Male gefragt, ob denn eigent- 
eit es ist, wogegen dort pnlemisirt wird, denn 
ich es kaum fifr der Mühe werth gehalten, auf 
antworten, wie ibn Herr Dr. Barfuss (hüclist 
widerlegt Der Grund dieser Verwunderung 
fach in der wirklich originellen Taktik, die der 
genwärtig anzunehmen sich erlaubt hat uud die 
, dass mit ihr auch ein Drieherg über einen 
t den Siegdavon tragen, — aber wohl zu schimpfen 
wQrde. Das scblaue Maniivre besteht nämlich 
iinem unbetjuem wird, mit vülligera Stillschwei- 
, dafOr aber dem (legner so viel Unsinn als 
luhe zu schieben, je toller, desto besser, denn 
nt's gar nicht mehr an, und nun am Ende eich 
:e Bornirtbeit des anderen lustig zu machen, 
d freilich diese Kunst nicht vorhalten, denn hat 
mit noch so viel Gläck und Geschick versucht, 

21 



323 

\»t, 80 gilt dasselbe unabhängig von seiner Herleitungsweise, 
aber man darf diess nicht umkehren (Umkehrungen rafissen ja 
immer bewiesen werden) und daraus schliessen wollen , dass 
1 — 1-|-1*— =i» l— -2+3 — ....=: i sei etc Weit entfernt also , dass 
hier Herr Dr. Barfuss etwas gegen mich vorbringt, bestätigt er 
vielmehr einen der von mir aufgestellten Sätze (dass solche Kei- 
hen, welche innerhalb eines Inter>'alles convergiren, richtige Re- 
sultate geben), den Hauptsatz aber, dass Reihen, die jederzeit 
diveigiren, wie 

auch immer falsche Resultate liefeni, trifft das Alles gar nicht. 

Ich will hier noch eine Bemerkung einschalten, welche das 
Phantom einer syntaktischen Bedeutung der Reihen volUg ver- 
nichtet. Man könnte sagen: allerdings sind z. B. 

und l + a:+a:*+ .... 



■X 



nur filr a;<l einander gleich, aber jenseit dieser Stelle tritt die 
syntaktische Verwand t^haft ein; dem gegenüber will ich zeiffen, 
&fts Aber die Stelle hinaus, wo die Reihe divergent wird, zwischen 
Uff und der Funktion links durchaus keine Beziehung mehr statt 
fallet. Es sei (p(x) eine Funktion, weiche von 07=0 bis d;=a 
stetig bleibt, hier aber diskontinnirlich wird. Dieser Beweis l>e- 
raht auf einer; Eigenthümlichkeit des Ausdruckes : 

-*y X r s ^ P^ »inatcosM - . , V 2 /** sin;r^cosa£ ,. 
f(s)=9(x).-J^ i dt+^(x).-J^ ^-dt, 

#iNin ^«) eine ganz willkührliche Funktion bezeichnet. Erinnert 
■MB. flieh , dass 



«t/o 



7 — ^dt=l ist tiir p<a. 



dagegen =:0 für /?>a; 
•0 folgt auf der Stelle 

f(a;) = q)(a;) f fir o; < a , 
dagegen /•(:r)=if;(:r) „ ;r>a. 

Verwandelt man (p(a:) in eine Reihe von der Form 

•0 ist 

^0 — 9Wj -^1— 2 * ^2 — 2 2 '"' 
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und die Coeftizienteiibestimnning geschieht aUo mittelst des Wer 
thes a;=0; daraus folgt, d&ss, wenn man 

setzt, Bo=Ao9 Bi = Ai,.,„ sein muss, weil für :r'<a, mitbin 
auch für x=0, die Funktionen /"(a:) und (p{x) zusammenfallen. 
Gilt also die Gleichung (]))5 so gilt auch die folgende: 

, "2 /** sinafcosxt . . , . 2 /** sinor^cosa^ , \ 

"^^^-^Jo i '^'+^^''KA i ''' (0) 

= AQ-{-Aia:+ A^x^-i-,,., j 

Sollte nun die Gleichung ^2^^ über x=a hinaus noch irgend 

eine Bedeutung haben, d. h. sollte die Reihe in irgend einer Be 
Ziehung zu cp(x) stehen, so müsste diess in der Gleichung (0) eben- 
so der Fall sein, weil hier dieselbe Reihe vorkommt. Für x^a 
reduzirt sich aber die linke Seite von (Q) auf i/'(a;), und daher 
haben wir den Satz : wenn für x^ a eine Beziehung zwischen 
Aq + AiX-t-A^x^ -{-.., ^ und der Funktion <p(x) statt finden soll, so 
muss dieselbe Beziehung zwischen A^-i-AiX-i-etc. und ifßix) vor- 
handen sein. Nun ist aber ip(x) eine von q)(x) verschiedene und 
völlig wilikührliche Funktion und zwischen einer solchen und einer 
ganz bestimmten Reihe (d. h. einer solchen, deren CoeflizienteB 
ndveränderliche Wertbe haben) kann überhaupt gar keine Bezie- 
hung statt finden , eben weil durch die Willkührlichkeit von ^o?) 
jede etwa statuiite Beziehung sogleich aufgehoben werden kann. 
Da nun zwischen 'tlj(x) und der I^eihe kein Zusammenhang naog- 
lich ist, so giebt es auch keinen zwischen g>(x^ und der iJeihe, 
sobald x^ a genommen wird. Dass aber gleichzeitig die Reihe 
divergirt, weiss man a priori aus dem Caucny'schen Satze, denn 
der Modulus von x ist hier grosser als der Modulus a desjenigen 
X, für welches g)(x) eine Unterbrechung der Continuität erleidet. 

Wenn sich nun bei dem Streite über die Zulässigkeit diver- 
genter Reihen Herr Dr. Barfuss darauf beschränkt, die Haupt- 
sachen unerörtert zu lassen und gegen Dinge zu eifern, die ich 
von allem Anfan&^e her zueegeben habe , so tritt dageffen die wirk- 
lich entsetzliche L^rbärmlichkeit seiner Polemik da in ihrer ganzen 
Glorie auf, wo er gegen das Resultat 



/. 






zu Felde zieht. Bis hiebet hatte der Streit von seiner Seite doch 
noch einigen Schein von Ehrlichkeit, hier aber Oingt er an, sich 
solcher Waffen zu bedienen, mit denen man, um einen gelinden 
Ausdruck zu brauchen, seine Moralität in ein zweideutiges Licht 
stellt Ich bitte zu vergleichen. — Meine Frage war: ist 



/ 



•^ = /^tr + C oder = l/(a:2) _,. q 
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ITelber einen Satz Tom Tetraeder. 

Von 

Herrn C. G. Flemming, 

Lehrer am Conradinnm zn Jenkan bei Danzig. 



Lehrsatz. Halbirt man die sechs Kanten des Te* 
traedera und legt durch jeden Halbirungspunkt eipe 
Ebene senkrecht gegen die gegenüberliegende Kante, 
80 schneiden sich diese sechs Ebenen in einem Punkte, 
welcher mit dem Schwerpunkte des Tetraeders und dem 
Mittelpunkte der um das Tetraeder beschriebenen Ku- 

f;el auf einer geraden Linie liegt^ uiid der Schwerpunkt 
legt in der Mitte d.er beiden andern. 

I. Analytischer Beweis. Wenn ein Tetraeder -mit einer 
Ecke in dem Anfangspunkte eines rechtwinkligen Coordinaten- 
Systems liegt und die Coordinaten der andern drei Eckpunkte x* y':f, 
sry''J\ a^'kf":^" heissen, so sind, wie man dqrch Betracfirnng 
ähnlicher Dreiecke leicht sieht, die Coordioaten der Mittelpunkte 
seiner Kanten: 

4^. 4y'. 4«'; 4^', \f , 4*"; )^''. kf , 4»*; . 
Ka^'+a/"), W\^), 4(*'+*"'); 

1(0:"+^), 4(ir+y"), u*"+*^. 

Als Gleichungen fiSr die Projectionen der Kanten des Tetraeders 
, auf die xi und yz Ebene erhält man folgende : 



_.r" y 
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x' —af m' «" 

•^ - *' = TZTiT (*-*')»»- .y' —TT^^ ^* ~ *'^' 

Die^sechs ersten dieser Gleichungen gebrireh zu den Kauten« 
welche durch den Anfangspunkt gehen , die sechs letzten zu den 
drei übrigen Kanten. Um nun die Gleichungen för die Ebenen 
aufzusuchen, von denen jede durch den Mittelpunkt einer Kante 
geht und senkrecht auf der gegenüberliegenden Kante steht, muss 
man sich erinnern, dass, wenn eine Linie auf einer Ebene senk- 
recht steht, auch die Projectionen der Linie senkrecht auf den 
Schnitten jener Ebene mit den Coordinatenebenen sein müssen. 
Ist nun die Gleichung der Ebene 

so sind 

C D 

CD 

die Gleichungen ßlr die Schnitte derselben mit der j'z und yz Ebene. 
Es seien ferner x^=^az-{-b und yz=ia'%-\-b' die Gleichungen für 
die Projectionen der Linie auf diese Coordinatenebenen, so müs- 
sen, wenn diese auf jenen senkrecht stehen sollen, die Bedin- 
gungsgleichungen 

oder 

AzizaC und B=za'C 

statt^ finden. Setzt man diese Werthe für A und B in die Glei- 
chung der Ebene hinein, so erhält man 

D ^ 

AT + 0^ + 2 +'1^=0 

ab Gleichung fChr die Ebene, welche auf der gegebenen Linie 
senkrecht ist Soll sie ausserdem noch durch einen Punkt, des- 
sen Coordinaten p, q, r sind, gehen, so müssen auch diese der 
gefundenen Gleichung genügen und daher 

sein. Zieht man diese Gleichung von der vorigen ab, so erhält 
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als Gleichung für die Ebene, welche sowohl senkrecht auf der ge- 
gebenen Linie ist als auch durch den Putikt pqr geht. 

Setzen wir nun für pqr die oben angegebenen Ausdrücke für 
die Coordinaten der Mittelpunkte der Kanten, und für a und a' 
die Ausdrücke aus den Gleichungen der entsprechenden gegen- 
überliegenden Kante, so erhalten wir als Gleicnungen für die in 
Rede) stehenden sechs Ebenen , nachdem wir sie nach xyz -geord- 
net haben, folgende: 

(1) a:fx-\-y'y^-x'z = i l a:'(a;"+a/'^ + y^(y'' ^f) ^z'{i"^i'") ] , 

(3) a^"x-\-^ry^-^"'^= i (^"(^'+0/0+^' V-f^'O ^■^"{z'^■^") I ; 

(5) {x'--x^)x^r(y'-y"')yW-^'")^\ W\x'^a^)^^'(y'^f')\ 

-^z"(z'—z'")\ 

(6) {x"-a/")x\{^"^y"')yH^^^'")z=k{x\a^'-a^)^-^{^^^ 



^■ry^Ky —y )) 
+z'(z"-z'y' 



Um den Terra rechter Hand zu vereinfachen, wollen wir folgende 
Substitutionen machen: 

x''x'" + yy" + zV=ß'y 
x'x"'+yy' + z'zf"=ß'\ 
x'x"-\^y'y"-\-z'z"=ß'". 

Hiedurch nehmen j^ne sechs Gleichungen eine einfachere Gestalt 
an , nämlich : 



ß"' + ß" 

(1) x'x^-y'y^-z!z:=i^^-^Y-^ 

ß"'-\-ß' 

(2) a/'x+yf'y + z"z=^^ , 

(3) ^//^+y/^y + ^//, = ^!l+£; 

(4) , {x'-a^')x^-{y'^y'')y^-{z!^z'')zL^ 

(5) (^-^''0^+(y-y'0y+(x'-2''02=^!^, 

(6) (a;''-a^>+(2^V3r')3^+(^^-::'")2=^^^ 



2 



': -.i.- 



Mail edeht nun sogleich , dass die drei letzten Gleichungen von 
den drei ersten abhängen, indem man diese erhält, wenn man snc- 
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cessive die zweite tod der ersten^ die äritte von der ersten und 
die dritte von der zweiten al^zieht.. Da wir also nur drei unab- 
hängige Gleichungen haben , so muss es fiir jede der Coordinaten 
orvz einen Werth geben y 'weloher alle sechs Gleichungen befriedigt, 
ooer die durch diese Gleichungen ausgedrückten Ebe- 
nen müssen sich in einem PunKte schneiden. 

Wir wollen nun die drei ersten Gleichungen auflösen , um die 
Coordinaten des Schnittpunktes jener sechs Ebenen zu bestimmen. 
Damit die Rechnung vereinfticht werde, werden wir setzen: 

und UD8 einiger von den Relationen bedienen, tvelche Lagrange 
zwischen diesen Grössen aufgestellt hat, nämlich: 

(1) ij"r-J"V"=>^'. (3) a;V+aKV'+a;"V'=0, 

(2) • rf - IT = y-y', (4) «'r + ^"r + x«;^ = o, 

(8) yr+»T+ff"'r=^o, 

jr= T > i y = — ' j ' — '—, 

/ß^ ) , rr + ^'T+n '" ... 1 „ ß"'v'+a"v"+ßW" 
(0) { X = ^ . (7) ^ 3^ = '~i ' 

ß''i;' + ß'r+ af"r I »,_ßW±ßY+^^ 

, _ «'S* + /S'T -H9T 



/// 



(8) y «- ß'"^ + <'T+ß'S ^ 

Durch Elimination und Anwendni^ der fünf ersten Relationen 
erhalten wir fär die Coordinaten des Schnittpunkts 

3f= äi ^' ' 
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_ (rr + ß'n + (rr + ßV) + crr -i- rn 

Diese Ausdrficke lassen sich vermittelst der Retationen unter (6), 
(7) und (8) noch auf eine andere Form bringen , in weicher sie fiir 
unsem Ztveck brauchbarer sein werden, nämlich: 

X— 21 

i (z' + j" + z"') - (o'r + ««"r + «"r ) 

Wir wollen jetzt zur ßestimmuiis des Mittelpunktes der um 
das Tetraeder beschriebenen Kugel übergehen. Dieser Punkt hat 
die Eigenschaft^ dass er von jedem der vier Eckpunkte des Te- 
traeders gleich weit entfernt ist. Nennen wir diese Entfernung «, 
so finden 9 wie man sogleich sieht, folgende Gleichungen Statt, 
wenn pqr die gesuchten Coordinaten sind: 

P* +y« +r2 =ja, 

oder 

p^ \q^ +r« =1«, 

/?2 + ^« + r«— 2pa:"— 2^^" -2«"=*«-«", 
/?* + ^* + r« — 2/?a;'" — 2fyy'' - 2rz'^= *«•- ««'. 

Zieht man nach einander jede der drei letzten Gleichungen von 
der ersten ab, so erhält man: 

xp ^ry'q +2'r =-2* 



Durch Eliminatidki und Attwen)äuug der obigen Relationen ergeben 
»ich fiir die gesuchten Coordinaten folgende Werthe: 



ju\ji I ju^m 



V 



«'r-f«t"r+it"'f 



v= — — 2]r 
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% 
• mt^äuJ _1- m/f »Jf J_ mJ^»JU 

« iy -f-ft 1/ -f-C fl 

?= w ' 

"= äT" 

Um die Lage des Schwerpunktes des Tetraeders zu bestim- 
men, ist weiter nichts nothig, als den Schwerpunkt einer Seiten- 
fläche aufzusuchen, von diesem eine Linie nach der gegenflber- 
stehenden Ecke des Tetraeders zu ziehen und von dieser Ecke 
aus auf der gezogenen Linie drei Viertel derselben abzuschnei- 
den. Wendet man diese Methode an, so findet man durch ein- 
fache Betrachtungen ähnlicher Dreiecke f&r die Coordinaten des 
Schwerpunktes ctie AnsdiiQcke 

^ Betrachten^ wir nun die Avsdrficke für die Coordinaten aller 
drei Punkte, die wir bestimmt haben, so sehen wir, dass folgende 
drei Gleichungen zwischen ihnen Statt finden: 

durch -weldie der obige Satz bewiesen ist. 



IL Geometrischer Beweis. Legt man durch den Halbi- 
ningspunkt jeder Kante eine Parallele snit der gegenüberliegenden 
Kante, so entsteht ein neues Tetraeder. Von diesem gilt Fol- 
gendes : ^ 

1) es ist dem gegebenen Tetraeder congruent; 

2) seine Kanten werden von den Kanten des andern halbirt. 

Wegen des Parallelismus der entsprechenden Kanten und also 
anch der Flächen stehen beide Tetraeder in f ollineationsverwandt- 
schaft, nnd müssen daher einen Aehnlichkeitspunkt haben, d. h. 
einen Punkt, der zu beiden dieselbe Beziehung hat. Dass dies 
der gemeinschaftliche Schwerpunkt ist, ist leicht nachzuweisen. 
Man erhält den Schwerpunkt eines Tetraeders unter andern auf 
folgende Weise: Man schliesse von den sechs Kanten des Te- 
tcMdem swd einander gegenüberliegende Kanten aus, und hal- 
hire die übrigen vier. Die vier Halbirungspunkte liegen in einer 
Ebene, -Äe das ganze Tetraeder halbirt und durch den Schwer- 
punkt geht. Indem man immer ein anderes Paar Kanten aus- 
schliesst, kann man die Operation dreimal wiederholen. .Der 
Schmttpunkt der so erhaltenen drei Ebenen ist also der Schwer- 
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punkt. Die Ebenen sinfl abeir beiden Tetraedern gemein^ folglich 
auch der Schwerpunkt, der mithin der Aehnlichkeitspunkt ist. — 
Der Schwerpunkt hat hier, also die ^Eigenschaft, dass er in jeder 
seraden Linie liegte die einen beliel^gei] ' Punkt des einen Tetrae- 
ders mit dem entsprechenden des andern verbindet. Da beide 
Tetraeder congruent sind, so haibirt er den Abstand zweier 
entsprechenden Punkte. 

Unsere sechs Ebenen haben nun zu dem neuen Tetraeder 
die Beziehung y dass sie die Kanten halbiren und auf diesen Kar- 
ten seihst senkrecht stehen. Von solchen sechs Ebenen ist es 
aber bekaiint, dass sie sich in einem Punkte*, dem Mittelpunkte 
def um das Tetraeder beschriebenen Kugel, schneiden. Die Mit- 
telpunkte der um beide Tetraeder beschriebenen Kugehi müssen 
einander entsprechende Punkte sein, und somit ist^er Satz be- 
wiesen. 



i. 



Bemerkung ttlber die üamlbertiscbe 

Beilie. 

äerrn L. Schläfli, 

PriTRtdocenten der Mathematik zu Bern. 



Wenn durch die Gleichung 
w* eiche mittelst der Substitution y«-i'=2 die Gestalt 

erhält, y In Function von t und x gegeben ist, so icann man mit 
Hülfe des Lag rang eschen Satzes jede beliebige Potenz' von: x» 
also^ auch vom ^y, nach den steigenden Potenzen von .r entwickeln. 
Setfet mäo danii-fc=l, so lassen sich die gegebene Glekbung' und 
d(0 aus ibrlierTOTgehende- Keihe för eine beliebige Potenz von <y 
«M 'dkMtcdlen : - 
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y~? — y-<«=:(« — ß)x, (1) 

, I "g" "'rtn+(«-l)«+i3irm+(« -2)tt+2^1....|7/H-tt+(»i-l) |3]^ ^2) 

rKliisels Wörterbuch, Artikel: Lambertische Reihe.) Da- 
mit die Reihe in (2) convergire, ist Duthig und reicht hin, dai^s 



'<($) 






sei. Für den Fall eines unendlich kleiu werdenden m geht die 
Gleichung (2) über in 

log .="y [("-^)«+^] [(«--2)«+2g]^H.(n-l)g] ^ 

Multiplicirt man die Reihen fiir yv umi y^ niit einander, so muss 
das Product mit der Reihe für //Pfv identisch werden. Indem man 
beiderseits die Crtefticienten von o:" gleich setzt, \ erhält mau die 
endliche Relation: 



«=0 1 • Ä e 

....[p+«+(n-i-l)/J]X9f[y+(t-l)«+/S][r/+(t-2)«+2|S].... V (4) 

,...[j+«+(»-l)/J]l 
= (/'-H)(/»+y+(»-l)«+^)(l»+y+(« -2)«+2/»)....{;»+y +«+(» -!)/»>. 

Wird in dieser Formel a=zß:=0 gesetzt, so reducirt sie sich auf 

*=?«(« 1).... (M — t+1) , • X . V 

was der binomische Satz für ganze Exponenten ist Wird hinge- 
gen nur a=0 gesetzt, so geht jene Formel in den analogen Satz 
mr Facultäten fiber. Sietzt man endlich o=j3=l, so verwandelt 
sich die Formel (4) in 

Wo f . 1 den binomischen Coefiicienten von ar> in der Entwickelting 

von (l-j-^)" bezeichnet. Diese spezielle Fornrel (5) lässt sich auf 
elcnentaram» Wege . beweisen. E^ . ergiebt sich nämlich , wenn man 
iiadi Botläizeft von ^.ent^vickett^iaia Goeificient von q^ auf der 
ÜDkeo Seite - 



^ 
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und auf der rechten 



(«)<" 



+ m)(p + n) 



n—m-'l 



Beide Ausdrücke sind aber vermöge der Forme! (5) einander gleich* 
wenn diese bereits fär alle kleinem Exponenten als n bewlosen 
isti und fäci m=0 fallen sie ohnehin zusammen. Da nun die For- 
mel (5) sich för die Werthe 1, 2 des Exponenten n sogleich veri- 
ficirt^ so ist sie allgemein für jeden ganzen und positiven Werth 
von ff gültig. 

Die aus der Lambertischen Reihe hervorgehende Formel (4) 
lässt sich demnach als die Vermittlung des binomischen Satzes 
'fÖr Facultäteii und der Formel (5) ansehen, von welcher diese bei- 
den letzten Formeln nur spezielle Fälle sind. 

Der Formel (4) lässt sich übrigens noch eine andere zur Seite 
stellen y welche sich aus der Gleicnung 

ergiebt, wenn man darin ßir yP, y9, f/p\9 die entstehenden Reihen 
(2) substituirt und die beiderseitigen CoeUßcieuten von a^ einan- 
der gleich setzt; sie ist aber unsymmetrisch. 

Für den besondern Fall, wo a=:j?=l, (wie mah sogleich, un- 
beschadet der Allgemeinheit, statt bloss az=zß, setzen darf) gehen 
die Formeln (1), (2) über in 

logy=ary, (6) 

«"»=1+ -y ^^ T ^ ar" (Ti 

y -11-^^ 1.2.3....n ^ • ^'^ 

Die Reihe (7) ist convergent, wenn o; <— ist, und findet daher 

ihre Anwendung ohne Ausnahme für alle Systeme positiver Werthe 

von X und y, welche der Gleichung (6) genügen; denn einmal, 

wenn x reell bleiben soll, so kaim y nur positiv sein; nifh hat 

los "t/ 
aber der Quotient ^ für positive endliche Werthe von y €m 

^ l 

einziges Maximum, nämlich—, welches dem Werthe y=e ent- 

spricht; daher sind diejenigen reellen Werthe von o?, welche 
reellen Werthen von y entsprechen, zwischen den beiden Grfin- 

zen ~ 00 und — enthalten. — Die Formeln (6) und (7) habgel^ mit 

^ Vi 

folgender Aufgabe zusammen: ' 

\ Man soll eine Function / von or und h finde-ifi» weldie, 
wenn h alift constant vorausgesetzt wird, der Gleichung 



genügt. 



^=A-+*) . ^^ 
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Mit Weglassung der arbiträren Integrationsconstante^ die als 
Factor der gesuchten Function erscheint, kann man /(a:)=:e^' 
setzen 9 so erhält man für die Coustante k die Bedingung 

A-=e**, oder \og k=hk, 

eine Gleichung , die in der Form mit (6) übereinstimmt. Setzt 
man nun in der Reihe ftir e^^ die aus der Formel (7) föf die ein- 
zelnen Potenzen von k sich ergebenden Werthe, so erhält man 
folgenden nach den steigenden Potenzen von A' geordneten Aus- 
druck ßlr /(or): * ' 

]i= 1 \m=i i«^.o..**/?f _yL,^„,,n 

A« 
Hier ist nun der Coefficient von i— rv — ■ das Product von e* mit 

1.2. ...71 

einer ganzen rationalen Function von a:, die mit dem Term 
(»-1-1)»— ^a: anfangt und mit döm Term +a:" endigt. Denn wenn 
man die beiden unendlichen Reihen 



^ 1+1 .> 1 O '1 + 



1.2 1.2.3^1.2.3.4 ••' 

i.(,«+l)»~i 2.(n+2)«-i 3.(n+3)n- i 

I "^"^ 1.2 ^+ 1.2.3 /*^J-" 

nit einander muftiplicirt^ so bekommt in der Entwicklu.ng des Pro- 
ducts die Potenz a^ den Coefiicienten 

^0 ^"^ ^ JIi.JI(w— t— 1)' 

wekhe Summe bekanntlich verschwindet , wenn n — 1 ^m — 1 ist, 
und filr n— l=m — 1 den Werth +1 erhält. Demnach gestaltet 
sich nun die Gleichung (8) so: 

/(ar)=e« |l+ar. * + (ßx+x^ ^+(16a:+9^H^») j^... ). (9) 



Man kann auch auf folgendem analytischen We&:e zu der Lu- 

Sf(x) ' 

«mg (9) der Gleichung -^^=A-^ + ä) gelangen. Es sei zunächst 

/•(a-)= -y unh^, (10) 

so folgt 

So:» !!=:() 9ar» 
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£« ist aber 

A^ + /') = ^„ -i^ ot::^ ' 

also durch Substitution der Reihen für die einzelnen Differential 
coefficieoten von f(x) 

n=X /i=:n 1 8»-«i/A 

also, wenn man den Coefficienten von A" in dieser Reihe demje- 
nigen in der Reihe fiir — g- - gleich setzi 

8m„_'=^ ^1__ ^''-^ui ,^ 

Man suche nun ^ durch die ursprünglichen Functionen ti,M| ,.-«» 
auszudrücken. Die Formel (11) giebt nach und nach: 

du 8*"!* 



8mi ' 8"* Ml 



8m2 3 . . 8'»«« m(m-{-^) . m ; 

So gelangt man durch Induction zu der Formel: 

8^ =A^ü 1.2.3....(»i-i) « • , <*^ 

Gesetzt nun, diese Formel sei für alle Differentialcoefficienten der 
Functionen Ui, u^y-'-Un^i und für die Function ?/« bis zum ritten 
Differentialcoef.tioienten inclusive bewiesen, so substituire man die 

Werthe, welche dieselbe für q m-fn~f S'®'^^' *" ^^"^ *"® (^^) '*®'' 
fliessenden Gleichung 

8^"»+^ "" fc=(a . 2 . ... («— t) 8x«H«^=^' 
dann wird 



8a:«+i - do Ä=o lI{w-0 . il(i-;i) "^• 

Für «n constantes X geht i von A bis n; wenn man daher die 
Ordmnig der Summationen vertauscht und dann t=A-|-fft setzt, 
so wira 
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t 






^ (wi+l)(m.4-H-w— X)»-^i 

Somit wäre die Richtigkeit der Formel (12) auch für den (m+l)ten 
Differentialcoefücienten Yon Un bewiesen. Da die gemachten 
Schlüsse auch fär m = ihre Geltung behalteo, und da die For- 
mel (12) (är n^i, 2 bereits verificirt ist> sq ist ihre allgemeine 
Richtigkeit als bewiesen anzusehen. 

■ 

Wenn man nun die drei ersten der Gleichungen (12) vollstän- 
dig integrirt» so erhält man 

tf =CC 

durch jede neue Integration wird auch eine neue arbiträre Con- 
stante Cm eingeführt, welche in allen folgenden lutegralgleichun- 
geo erscheint. Man kann aber auch safntegriren/ dass tii, ti^, etc. 
gleichzeitig mit x verschwinden, was so viel ist, als wenn man 
alle' übrigen arbiträren Constanten ausser C gleich Null setzt. 
Man kann femer u = th == t^.... = t<r— 1=^0 setzen und dann die 

Gleichung ffir -^ und alle folgenden so integriren, dass Itir ar=0 

mir ur nicht versohwindet, sondern ==& wjr^, während alle fol- 
genden Functionen t^r-f i, Ur-^29 ^tc. zugleich mit x verschwinden, 
was 90 ¥iel ist, als wenn- man alle übrigeq fffbiträren Constanten 
*>u»er Cr gIfUcb.Null 9etzt. Im letztem Falle braucht man -nur in 
der Formel (i2) n, \xnA X in n -fr und X + r. übergehen zu la^tsen, 
am einzusehen, dass die Folge der Functiooen. 

ttr, ttr+l, Wr4-ft> «r+i, etc, 

abgeisehen vom arbiträren Factor Cr, genau mit der Folge der 
Functionen 

u, Ui, u^y tfs, etc. 

ihewingtimmt, wenn diese unter der frühern Voraussetzung, dass 
«1, <%»•••• sugleich mit a: verschwinden, berechnet sind. Wenn 
■m V den Werth bezeichnet, welchen f(x) in der Formel (10) 
uier der Aanahme, dass für d;=0, ic=l, tfi^a<2^^===-*-*=^0 
werde 9 erhält, so ist nach dem Vorigen der allgemeine Ausdruck 

/(*)=:F(c+ciÄ+QAHCiÄ'+etc), ' ; ■ ;] 

wwiHUi fol^, ^al^s man, ohne der Allgemeinheit zu schaden, 
iltaitHfihe. lntl{»grationen von Ut an mit >^=0:änfange|] lassen 
Tä^, wodiirch die Constanten (^9 Ca»**»* als überflüssig wegfallen. 

Ans (12$ folgt für w = 1 

Theil X. * 22 
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dUn_^ 1.(1 + W~X)«-^"^ 

^ A=o 1.2. 3.... (w— iL) 



Setzt man hierin Un=u*xn9 so wird die Gleichung durch u theilbar 
und reducirt sich auf 

wo fifr Zq immer 1 zu setzen ist; also 

g^_-j-.l_l, 

8i,_ 31 4«' 

8^— ^ + 1:2*^+ 1.2. 3^> +1.2.3.4' 

u. s. f. 

Man integrire diese Gleichungen von ^r=0 an und substituire die 
Resultate in (10), so wird 

/•(ar) = Ce'{l +«iÄ+Z2A*+Z3Ä»+etc.}, 

wo zn eine &;anze rationale Function nten Grades von or ist Wenn 
man nun allgemeine Formeln für die Coefficienten der t^otenz:eh 
von a: in dieser Function Zn sucht , so sieht man sich zur Gl ei* 
chung (8) zurückgeführt. 

Schliesslich muge erwähnt werden, dass die Gleichung 



m=n^+k) 



da: 

der eeometrischen Aufgabe entspricht, eine ihrer Evolute 

ähnliche Curve zu finden, aber so^ dass diejenigen 

Punkte der Evolute, welche bestimmten Punkten o et 

Evolvente vermöge der Aehnlichkeit entsprecheuy.dicf 

gen nicht zugleich als Krümmungsmittelpunkte zng^ebO:- 

ren, sondern um einen constanten Drehang8wiok<el'von 

•t ■ ■ 
diesen letztern entfernt sind. Bezeichnet nämlich — den 

Winkel, den die Tangente der Evolvente mit einer festen Rich- 
tung bildet, und f(x) den zu diesem Winkel geh5renden Bogen 
denelben Curvß, so orückt obige Gleichung aus, dass der Krüm- 
Ahin&düdbmesser der Evolvente, d. i. der Bogen der Evolute, 
« Tio fftojM sei als derjenige Bogen der Evolvente:, welcher zu 

den constanteu Unterschied — vermehrten Winkel der 

a 
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Tanj^ente gehört. Da die logaritbmlBche Spirale stets sich selbst 
ähnlich und ähnlich lieeend bleibt, wenn sie um ihren Pol gedreht 
wird, so ist ihr auch ibre Evolute in dem oben ausgesprochenen 
Sinne ähnlich. — Indess scheint doch die Gleichung f(a:) = Ce^, 
wo e^=zk^ keine ganz allgemeine Lösung der Aufgabe zu enthal- 
ten, wenn nur der reelle Werth von k berücksichtigt wird. Die 
transcendente Gleichung ^^=k hat nämlich ausser der betrach- 
teten reellen hoch unzählige imaginäre Wurzeln, so ^ass 

fix) = i:ce*f 

gesetzt werden darf. Man braucht nur zu zweien conjugirten ima- 
ginären Werthen von k auch för die zugehörigen arbiträren Con- 
stanten stets conjugirte imaginäre Wertne zu nehmen, um för 
f{x) einen reellen Ausdruck zu erhalten. Da bei dieser Losung 
eine unendliche Menge arbiträrer Constanten auftreten, so liegt 
die Vermnthung nahe, die ganz allgemeine Lösung der Aufgabe 
mochte eine arbiträre Function impliciren. 

Sucht man die Curve, welche ihrer oten Evolute in dem obi- 
gen Sinne ähnlich ist^ ^so wird man auf die Gleichung 

geführt, welche durch das System der Gleichungen 

^:^e«cos(^- + — J, 

f(x) = 2^cP' (A cos qx -f- i? sin qx) 

1>efriedigt wird, wo das Zeichen £ eine doppelte Summe bezeich- 
net, die sich einestheils auf den Fortschritt der ganzen positiven 

Zahl n von bis jr ^^^^ ~~q^ Cl® nachdem a gerade oder unge- 
rade ist), andemtheils auf die unendliche Anzahl von zusammen- . 
gehörigen Wertben bezieht, welche 79 und q vermöge der beiden 
ersten Gleichungen haben können, und wo A, B die zu jedem 
•rinsdnen Systeme von Werthen für n, 27, ^gehörenden arbiträren 
ICoDsfantm bezeichnen. Wenn aber die Function f(x) für ein 
■ femchwindendes h continuirlich bleiben soll, so muss die Doppel- 
ranune auf eine endliche einfache Summe beschränkt werden, die 
oeh DIIT auf den Fortschritt von n bezieht. Es muss nämlich 

f(x) = ECe^' 

metxt werden, wo r eine Wurzel der Gleichung r<<— -1==0 und k 
CMJeiuge Losung der Gleichung 

log^ rh 

22* 



340 

bezeichnet, fSr welche zugleich auch 

ii=i 1.2.3....n c^ 

Ist, und wo das Summenzeichen sich auf die a Systeme von r, 

von k, einei^ zugehörigen Function von — » und von 'der arbiträ- 
ren Constante C bezieht. 



Uelbnnf^saiiffpalben ffir filchüler. 



Von dem 

Herrn Professor Dr. O. Schi ö milch 

an der Universität za Jena« 
Man soll beweisen^, dass 

t/0 «■ + Är* a Job 

f 

ist, wo nun das Integral rechts 

/»OD ;^ /»«4 Vif /*•* 

numerisch b^echnet werden kann, da bekanndich schon Ktamp 
eine Tafel fär 



aufgestellt hat. 



-I 
I ■ 



* k 

Es bezeichne t^ die Summe dier Zahlen 1, 2, 3,....A, CUdie 
Summe der in denselben liegenden Amben, jede Ambe als Pro- 

1akt betrachtet^ Q die Temensumme u. s. f., überhaupt C« die 
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Summe der Combinatfionen Iter Glaepee ohne Wiederholm^en aus 
den Elementen 1^ 2, •.../:, wobei jede Combination als Produkt 
gilt, ferner sei m eine posiHte ganze Zahl ^1; maii soll nun 
zeigen , dass sich die Reihe 

Jm ■ 2^ ■ 31» ■ 4111 ■ • • • • 

auf folgende Gestalt bringen iSsstI: 

1 r 1 1 »»— » 1 •» 

^ l.'i....(i»— iLi^^^"*"^ ^ +in(»« + l)»^ 

+ »f(ni + I)(»i+2)« ^ -t-—J' 
deren allgemeines Glied 

1 "^•-' 

m(m + l)....(m+»-l)(t»+*)« ^•+' 

ist Für ifi=2 erhftit man wegen fef i=1.2...(*+l) eine blosse 
Identität» för m>2 dangen Mheint die zweite Reihe rascher 
zu convergiren als die erste und deshalb die Transformation selbst 
Dicht nutzlos zu sein. 



Von dem 

Öerrn Doctor J, DieÄg^r^* 

Lehrer delr Mathematik und Physik an der höheren Bürgerschule zu 

Sinsheim bei Heidelberg* 



Es'bt' 




^ sm "cj- 



-:- — 9 



für a>0 und <4 



Es ist- 



y: 



V <^+ J«_;j« V5**«— (o»+6*)^^a:* 2 ' 



wenn '6C.ä. 
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3i3 



Bringt man die bekannte Formel fßr die Summining' der geo- 
metrischen Progression in Anwendung ^ indem man die Exponen- 
tialerosse e' an die Steile des Prpgressioiisexponenten setzt, so 
findet man leicht 



wofär wir schreiben wollen 



A^) = 



c'*— 1 



X 



X ' 1 — «-** 



(3) 



was offenbar mit dem Vorhergehenden zusammenfallt. Wenn nun 
überhaupt f{x)^=^(p{x)'f\f{x) ist^ so gilt bekanntlich die Formel 

/X«) (ar) = Wo 9^"^ W '^{^) + Wiyt'»-*) (x) '^'{x) 
mid fBr ä=0 



» . 



/X») (0) = «0 9)1») (0) t(0) + «1 »>(»-^) (0) 1/;' (0) 

+«a<p(»-^(0)if'"(0)+.... 



(4) 



Diess iSast sich leicht auf unseren Fall anwenden, indem man 

# - 



Diramt» und man erhält dann Folgendes. 

1. Vermöge der bekannten Reihe ffir e^* ist 

nnd folglieh fär ein ganzes positives p 



(5) 



g)(p) (0) = 



/i+r 



2« Nimmt man in der bekannten^ fiir27r>z> 
Reihe: 

,coi,z — ^ 1.2 ""1.2.3. 4""—' 



[ worin RsB^s B^,.., die Bernoullischen Zahlen bedeuten, 
I so wirdf 



(6) 
29C geltenden 



v^ 



1 ei* + g-<* 



-«■*" 1.2 ~1. 2.3.4 + 1. 2....6"" 
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Stellt man die linke Seite; in die Form 



i 



t + e-« 



1 — C-* 



z:i=i-i+ 



1-e-'' 



multiplicirt darauf mit x und trafl^oniH ^ 5* ' ^^ lergiebt sich 



X 






••••^ 



und hieraus fiodet man der Reihe nach 

i/;(0) = l. ij;'(0)=i; 

^(«) (Öj = (— 1)1»+* Bq^ fÜIr jedes gerade y > 0, 

'^9)(0}=0 fClr jedes ungerade 9> I. 

Substituireo wir jetzt in die Gleichung (5) das, waa die Formel 
(6) für p=:n, n — 1, w — 2,.... und die vorstehende fiir ^=2,3,4,.... 
giebt> so gelangt man zu ^er Gleidiung 

l»+2»+3«+....+r« 



• •••> 



und diese enthält die vollständige Lösung unserer Aufgabe. 






. "1 :■ 



:• ■ ■:•>! • : .;(i... 



. . > 



t I 



«A . • . » . . r 



I ' 






:!<: 



:»--••. 



I •■■ ' 



■ ■ . i. : 

I 

- •:::. 

I 
• » 




Heber die Aiifl$siiii|? reiner Olelelmn- 

gen, insbesondere solclier des dritten 

drades durcli Kettenbrücbe. . , 

Von dem* 

Herrn Döctör |ß:'W: '€trebe, 

Gymnasialle*hrer lu Cassel. 



■■ I . 



In der CHeichung a^=zD wollen y^r picht altein n, sondern 
auch D als eine positive ganze Zahl roraussetzen» und nun die 
reelle^ positive Wurzel dieser Gleichung , die wir uns jedoch nur 
als irrational denken und mit a:o bezeichnen wollen, durch den 
gemeinen Kettenbruch 



(. • 



' ansdrflcken , zugleich -aber auch die Näherungswerthe dieses Ket- 
I tenbrnchs durch 

Ol 02 Oi 

Ol O2 Oi 

l 

Bezeichnen wir den auf ^^ noch folgenden Kettenbruch durch —» 
\ so ist Ar t^O 

[2] 1 1 

Daher ist insbesondere 
Thell X. 23 
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Der allgemeinere Satz 

welcher hiernach für t=2^ und, wenn man» wie zu geschehen 
pflegt, a«i=0, Ä_,=l', «q—l» ^0=0 setzt, auch für t=0 und 
t=I richtig ist, lässt sich leicht durch den Schluss von i auf 
i+i beweisen. Setzt mn Alimlibh in die zweite Formel [2] den 
Werth [3] und reducirt, so erhalt man 

1" ■ ■ ' ■ "'■.».. • ■ r 



.-"■•I 

^ i ■■■' 



woraus "" dalr zu Bevreisende durcK Anwendung' -der bekannten 
Formeln 

sogleich folgt Fast noch einfacher hätte man sieh von der Ricli- 
tigkeit der Formel [3] überzeugen können, wenn man von 

zu . 

OiXi + cr,-i , - 

•17a •""" •. * . , , . . 

" öiXi + bi^i 

übergegangen wäre, und nun diese tetzte Gleicfaang nach at aul- 
gelust hätte. 

In [3] lässt sich nun der Bruch rechts vom Gleichheitszeiehen 
mit 

eriveitern. Setzen wir aber der Kürze wegen 

[4] fl.-»-*<i/> = (-l)«*,-, 

80 erhalten wir durch die aqged^tete ^Weiterung, bei deren 
Ansföhrung in Beziehung auf den Zahler vnr ^pch den bekannten 
Satz aibi^i—ai^ibi=( — 1)' berücksichtige^ mJEssen, 

^ a<»-*j:o+«W-»&tro*+;...+q<6f''-»j-o»-H6<*-'a^o*"H*f 
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Manr lumn jedoeh auch den Bruch int [3] mit 

erweitern. Alsdann ergibt sich auf Sbniiche Weise» wenn man 
noch 



setzt, 

[8] xi^^^'-j^^ — ^^_3 ^^_3 jp;:^ • 

Jetst büijsen. «ieh die FormeliL 

^^ ^ bin-^D^hiai + ktai^^, 

leicht beweisen^,. . weqn maa in jgder derselben auf der rechten 
Seite das den ' Gteichtingen [4], \S] und [7}. Entsprechende setzt 
Qod dann reducirt. 

Weil Ükr etü ungerades i r-<^o tt^cl iSIr ein gerades i xr^^o* 

80 ist ki immer positiv. Von hi und It soll in dieser Beziehung 
ißH jmikbßi dkr Rede- sein. 



Sefot man in [6] statt X0^ überall deaNShecungswecthj-»: so 

setzt man, wenn t ungerade ist, zu wenig, dagegjen, wenn i ge- 
rade ist, zu vieL Bezeichnen wir den lieganii^»eli Fehler absolut 
genonimen durch aiv so erhatten wir statt' [6] 



I ■ 



[101 «== j^. ' — 



Benatien wir auf Shulicke Weise den fiiälieniDgswerth r — bei 
[8], ao ergibt sich 

[Jl] Xi= *'"* 



Blan hätte aber auch in [6] sowohl, als m [8], zuerst Xff=s — zrri, 

Xq 

«0*=^;p5l,..-a?o""*=~äj ^^'^^'^x^* ^"^ ^^° BiM, jedes, neu 

23* 
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Mi'., '^i iOi-l :.i 



aufgetretenen a:o den 'Näheniiigswerth, dort t-. Wer t — , setzen 

können, j^eis^iij die. )^o begangenen absoluten Fehler ßi und ßi^x, 
so hat man 

[12] ^,= 2i— ^j .: 

fi3] xi= ,:, ^'-' . 

Wenden wir bei dein Gleichnngen [im, [111, [12] und [13] 
die Formeln in [91 der Reihe nach za ' SnbsmDntfnen an, M er- 
halten wir 






1 (n-l)(» nb . (-iy«i-i 
[14J 



apii 



*l ^ Öi ^ *4 'V ' I : 



.1 («-l)ar - «/< . (-lyßtrt , 1 : 

. . ■ ■ . . • ■ ."'..■ ,.* * • *• 

.» I ... • . . 

Eine wichtige Folgerung, die sieh aus der V^r^tefc&img <ler 
ersten und dritten Formel in [H] ergibt, ist nun . die^ dass der 

(irrationale) Wert% von xi immet zwischen die ratfoAafen lenzen 

• ' . ■. ■ , , . ■ 

ki ^ . .bi ii ' at 

J. IJ. I 

föllt. Diese GrenzePi deren Abstand — t-~ ist, rücken mit dem 

aiOi 

Wachsen von i immer näher an einander. Wir wollen dieselben 

indessen noch auf andere Weise ausdrücken. Da 

.. i 4ti x: Ui-i pi + äi^-^f 

so ist 



ft#-l ■ «1-^ 



und • I - ' 






Dureb friederholte Ailkendun^ desletzten Gesetzes bekömmt man 



>9m 

-[(«'+5)(i-+4)(i+3)+3(» + 4)+l]}, * ..«• 

- (3J[(i+7)(t+6)(f+5)+6(i+(i+2] S'+i 
" ■ '+[(»'+iB)(t4s)(.'+45(t*+3)+6ir+5)rr4J4)44(t*'+ 

*• - I V'tt. »• f. • - . -> - ! ^ 4»- 

1d dieseb t'orTn^lii WuMe det €oe/BdeDt Ae^'^^i^ten'Clliedes 
nach Berec)iiiung. allef pbrigen Coeffiqenteo jaus . der ^Bedingimg 

Ä* T^jO l|ergeleU«t>iyol|^i es b^in^|jk^gi»¥erlli ißtt;^^ ^vl aUen 
vier spQcielleb Fällen derselbe innernälb der KläYnmern'^=l mA 

ergab. Man kann sie überdiess noch an der Gleichuns B^ = 
3.5.7...(2i4-l) prüfen. Um, wenn* ei^ möglich ist, über das Bildungsge- 

jrkt^^^f"0r5)si§i^n h^x Bk\ kxt. etWas Al%enieine»l0k>»eifähren, 

./•■;.•• )■}: '.1 ;m:- . : ' . .;. :■..': . . ! '. 11. ; (1 ,;,; ',..\ \\ '.■ \ n:U 

dbtiieiil und' den' 't^WA6hÜvi€fn'All^hk\tri^ 

fibeigehtilfluceb ^aäfAiMm^f^'^- Subc)4jltuirt,.9ia^ diesef Auf • 

dstcfcfariJSjr undifdiQilainj^ogeD? für iS« ,iw4 J9a-r* in .^cmt. a^ .(pj 
gezogenen Gleichung: ; , .;; . i, .. ,: ., ,... .} .^.^j;. . , ,. 

und ordnet nach den Grundzanlen derjenisen Potenzen, in deren 
* £xponenteq i vorkommt, so ergeben sich iolgende Gleichungen : 



2^a-.(k--l)^.^=2(CHtd+l)3il ^ ^^^ 
ftil^— («— ft +1) J.AfA=^ fi(i+a+l) Afi -1, 



r 



• il: 
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daher 



[17] 



nki n — 1 

nli . ,v 1 



Der letztere der beiden Ausdrucke io [17] ist nun, wie man sieh 
leicht überzeugt, stets ipositiv, daher hat auch /{ diese Eigen- 
schaft; der erstere aber Kann positiv, negativ und auch null sein. 

>^ > 

Air=:0, jeftachdem xigi,..,^=n — 1. 

< ■ ■ ■ ■ < . 



Für n=2 ist die Bedingung a:j^i....>ai-^l fauncr eä&tt^ 4|jd»0 




jxusitwer 
möglich. 

Für n = 2 wird auch At = /t/ 'wie aus [S] und [7] sofort er- 
hellt, und aus [6] und [8] ergibt sich 'atodanu 

Jci Mi 

__ kiJ-i _ fe-i , 

' ■ • • / 

woraus weiter dunch VierbkHhHig 






und dann durdh Keductioh und EinüEdiriung von 

[18] Z>=:Ä£»+fe*.-i 

folgt. 

Für it=:3 erhält man aus [6] und \ß] 

Setet man aaek hier die beiden Werthe f echter Hafnd gleich iiad 
rednehit, «• eriiät man : 

0= aibi^iD + ßi^ihiO^o + aiai-iXQ^ 
+ ai^i bi J) i- hb^i Dxq + 6i-x Ai mto* 
— /jt /< — aiha^o — biUxf^ 
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i7) hierauf anwenden zu kSnnen, muss man dieselbe nach dem «ntet« 
dem Zeichen £ in (8) enthaltenen binomischen Coefficienten ordnen, 
welche sämmttidb im ZftUer^ ibfes Aufdruck« t-|-2a— r^-f 4 als 
letzten Faxetor hab^n. Thbt man dieses »* so' ist mati' berechtigt» 
in der rediicirten Formel (7) jfidfin besondern Factor eines die 
Zahl i impucirehden ibinofiiscneti Coetficienteii sleich Null zu 
setzen 9 woraus die zdr Bestimmimg i^n Kq^ "Ki, a^,.- nüthieen 
Bedingungen sich ergeben iferd^n. — M^n erhält nun zunächst. 
Indem man (8) nach i differ^msürt, 

f=o V fi— e — o ^ l.$5... (6+2) ^ 

Da aber die unter dem Summenzeichen ^ enthalteinen binomischen 
Coefficienten als letzten Factor ihres Zählers £-|-2a — 2fi+5 ha- 
ben , so müssen siei in- Summen solcher verwandelt werden, wie 
sie in (8) vorkomnuMi. ISuu ist 

Ct + 2«— ^-i^j + K _ «=^* p-2«— |»-6+i-X 

' . ■ ■ ' ' •..'.. .■-•■■ ^ 

Da nunUSr ein. bestiinintes ß die andere lauiende Zahl f' von 
W» ör^:t:geht, so ftt jetzt\ 

■ • -■• I* ' 

Ferner bekömmt man aus (8) ^^'^ . ^ rV 

Hier ist nun 



:i ♦ • 



(,+.+1) (;'+.^ir+') =^('+^-''+ ?) 



3S2 

Benutzt man die Formel [23], um nach und nach f ?)» ('*)' 

( »J, u. s. \v. bis zu (?}j dessen negativen Werth man in [24] 
hat, auszudrücken, ^multiplicirt dann den ersten dieser Ausdrucke 

mit + jö't" den zweiten mit — • -rfl^i'^S den dritten niit -J- — > ^ g i^^\ 

u. is. w., den vorletzten mit ( — Vy^^^gi^ den letzten endlich mit 
(— 1)", und addirt diese Producte sämmtlich; so hebt sich reohts. 
vom Gleichheitszeichen, wo man die Entwickelung von (Ir-l)* 
zu beachten . hat. Alles mit Ausnahme des letzten jGrKedes 

( 



— 1)*^* f « Vauf, und man hat also 

V j 

[25] (- l)"-i (.« J = (n^gi- - 1{«)5;<-^ +'Ti^G)^'"-'- 

S 

+(-i)"-»Ti^^(Y)^'*+<-i)"-'r(T)^'+^-'>"G)" 

Für die speciellen Werthe 2, 3 und 4 von ». ergeben sich 
noch folgende Formelgruppen, die wir bemerken wollen. Aus [23] 

Ö)=-a)-(i3 ■ 

(9=-(i>-ö.)' 
'"' 1 ®=-(A)»"-<i>-(Ä) 



[26] 



/ ... 1 - 



128] 



t '. 



e)=-(i>-CÖ; V 

(ö->;(i.)--(i>'-(i.) 



( ,FeAiAr aii9 [25] 



I 



zm 



|»i lCD=+CÖä"'-<D*''+Cf)»'-C9 



Durdi YerbinduDg der zweiten Gleichung in [26] mit der ersten 
in [20] durch Addition und Snbtraction leitet man unter Bertick- 
«icntigung des sich aus [22] ergebenden Satzes 



[30] (n) = -QJ 
noch ab 



/ : • .■ '"ij. 



Ebenso folgt aus der Verbindung von [27] und [09] 

dJ)+c9=ccD-ac)>« 

so wie inidlich aus djer Verbindung von [28] und [29] 

t 



■• i> ; ^ 



Potenzirt man die oben in dem Beweise für [3] bereits er- 
wSlinte Gleichung 
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mit n und redudrt, so. erhält mal 



Es ist also insbesondere auch 

[35] j 0= (ä);,,» + 30):r,«+3(^);r, + (3) , 

0= (|):PiH4(|):riH6f |)^iH4(3)^' + ff) 

Wenden wir uns nach diesen Ergehungen auf allgemeinem Ge- 
biete zu der Verwandlung der Cubikwurzeln aus ganzen Irrational- 
zahlen in Kettenbräcbe, so werden wir auch wieder der Bezeich- 
nung der hier ip Betracht kommenden Zahlen durch Ar, h und / 
als der bequemeren den Vorzug geben. 

Die gr5sste in V/> steckende ganze Zahl wird offenbar ^i. 
Da nun der erste Näherangsbruch -}- ist, so hat man Oi^=gi, 

6i=l jind weiter in Gemässheit der Formeln [7], [51 und [4] 
li=.gi, hl =^i^f ^i=^~~^i'> Nach der Folgerung aus fl4] tiiuss 

nun Xi zwischen -^ und t^ -| — liegen, und g^, welches die 

V ^ ^* =3*1 

grosste in Xi enthaltene ganze Zahl ist» ist ^ -r-, jedeiifiiiUs aber 

3Äi 2 
< -7 — I — sein. Es bleibt hier, namentlich bei kleinen Werthen von 

gi, oft die Wahl zwischen zwei ganzen Zahlen als Bewerbern um 
02, ein Fall» der sicli auch bei einem grosseren Index ereignen 
kann. Man probire alsdann, halte aber bei allen Proben zur Be- 
stimmung eines gt bei Kettenbrüchen folgende R^el fest: war 
gi zu ^ross, so ergibt sich später gi^i uegAÜv; war gt zu kleb, 
60 ergibt sich gt^i als Null. Aus g^ und den iffiher jr efindenen 
Zahlen folgt /^ nach [16] oder der ersten Formel in [271, k^ und 
Äo ist durch die zweite und dritte Formel in [2/] Hbestilnmt 
Ueberfaaupt kann nun immer das neue gi mit Hfijfe von [15], das 
neue /;, hi und h durch [27] gefunden werden. Jedes weitere at 
und 6t wird nach den Formeln tfi=aj-| Oi-f a^-« und bi'szbi^igi 
-f Ai^t berechnet. Ffir den practischen Gebrauch haben skJi mir 
die aus [27] leicht abzuleitendeu Formeln 
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[36] [hi^ih-^h-^gi-k-^i. 

Ui=(hi-^igi — hi + 24-i) ^i + ki^ 

lb die bequenifttea bew£lirt 

Die hier Tolgende Tabelle etthält fUr alle ganzen Zahlen, die 
« Heiner ids 64 und iär die CubikivTirzel irrational sind, eine Zn- 
laminenstelluog der Werthe von gi, li, hi, ki, ai und bi, i von 1 
kis 10 ^nommen. Ich behalte mir vor, über die Zahlen dieser 
Tabelle, wekhe ich nach der sor^falti^eo Controle, der ich die- 
felben unterworfen habe, als ganz frei voo Rechnungsfehlern be- 
feuchten darf, später noch vi^eitere Beraerldingen zu maehen. JSier 
fei nur mit Rücksicht auf die Annerkung 4) des Herrn Seeling 
im VIII. Theile des Archivs, Seite 80. unten, aufdenWertn 

i|s = b^i V49 aufmerksam gemacht 



J96 

setzen, wo 9(0) = sein soll. Aus dieser Gleichung folgt 

o 

und da ai verschwindet, so bat man als zweite» Integral : 

a«==^(-^+(n+l)y(n-l)). , (19) 

Nun denke man sich die ganze Function ai in Beziehung auf die 
in ihr enthaltene Variable n nach binomischen Coefficienten tob 

der Form /'^'•+7^'" y entwickelt, und setze daher 



wo I I einen von n unabhängigen Factor bezeichnet. Da lo 

den Gleichungen (18) und (19) die Grossen ai, Ot'— i, Oi-^, tp in 
linearer Form enthalten sind, so können wir untersuchen^ wdcbe 

Bestandtheile der Funbtion m Ihre EnUtehung Irgend einem m 

zeinen in ai—i oder nf. 2 vorkonmienden binomischen CoefBcieoten 
verdanken, und wenn dieses geschehen Ist, durch eine auf aDe 

n n. 

GKedeir von oi—i und at-^ ausgedehnte Summatioo den TollstäD- 
digen Werth von ai berechnen, in welchem dann 1- I als Ibe* 

are und homogeDC ^Function der Factoren I ^ 1 ' 1 "7 l»- 

I "7 I* I "7 I ,... erscheinen wird. Die Berechnung 

unter anderm auf folgende Art geführt werden : 

Es ist 

n n— 1 



n(n+2) • w(n+l) 

n n n— 1 

'~w(w+:l) "*" (w+l)(w+2) w(w + l) 



71 — l n— 2 - *» — 3 

4- ^^t~i +^*^gi-i -j-^^oj-i +etc. 

Wenn daher I I einen in «i—i vorkommenden binomi- 

schen Coefficienten bezeicl^net, so entspringen suis demselben io 
Jq>(n—i) die Glieder: 
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La J "" Ä-2 Lä-iJ "'"A-iL k J^ k Lä,+iJ 

ergiebt. Jetzt sind wir im Stande^ die .Richtigkeit der Gleiebnih 
geo (26) , (27) und (28) zu prüfen. Wenn wir nämiicb in der ?o^ 
Regenden Gleichune (^) für k nach und nach 3, 4» 5»...*t» i\\ 
setzen und dann aadireni , so erhalten wir 

wodurch die Gleichung (27) verificirt ist. In der Gleichung (28) 
lassen wir i io i-^-l übergehen und muUiplicir^n mit 2, so ergiebt 
sich: 

m=3 V J m^2 m— l^LwiJ m==^J 1» ' L w J 
Wenn wir nun hierin für | I den aus (30) sich ergebenden Weift 

substituiren, so erhält die Grösse -=- — -X *"7 1 als Factor die 
Summe 

deren Werth-(Ä;~1) Q-+ '...+ *+ ^^ ist. Die linkeSeite 
obiger Gleichung wird daher 

dzj k-\l k ]' 

und ist somit mit der rechten Seite identisch. Hiedurch ist die 
Richtigkeit der Gleichung (28) bewiesen. Um endlich noch die 
Gleichung (26) zu verificiren, addiren wir zu derselben die Glei- 
chung (^) und erhalten: 

. m=:3 V4 m— 1 mj\^ m\ 

Wenn wir nun hiezu noch die Gleichungen 

l_3 J m=3 wi— I L OT J L m J l_ m J 
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(i+OC+D-O+j) 

Die Reihe (a) ist einer Verwandlung Khis, aus der man so 
gleich siebt, dass sie für ar^^lconyergirt. Es ist nämlich 



Ifieima ergfebt sieh ifitlielk Tertaviehnng der Falgainii^ 

ll^qef .ai|4 inde«v mw f)9i: die I^iboo , weicht U. i^nt^^H^» üpre 



^naiichei^ Wefthe setzt: 

CO JB 1 





JF ^Tjna?*** =: . ■ " ' — -z — wi rt » v " ■! " 



('-f)(^ •(>-f)('-4i) 
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a; .r^a;'" 



^«-f^ (*~42)(*""43) 
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Wenn man den ersten der beiden hier gegebenen Ausdrucke 
in der Formel (A) substitulrt und die Folge Vder Summationen 
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aeui , 1V0 das eine Zeichen sich auf alle Kräfte b, B, das andere 
auf die a, /l erstreckt. Betrachten wir aunikhst das Glied 
ZiAcos{a^h), wenn das ^-Zeichen sich bloss auf die 6 erstreckt, 
so ist offenbar ^ 

Sabcosiüyb) 

= a [6 cos (a, b) + 6' cos (a , b') + A"cos (a, 6") + . . . . ] i 

d. h. dieses Glied ist =c^> multiplizirt mit der Summe der Pro- 
jektionen aller Kräfte b anf a. Nnn ist aber das System der 
Kräfte B mit dem der b aequivalent^ somit ist 

Zb cos (ci , 6) = 2^B coB (a, Ä) , 
also auch 

uZb cos (a, 6) = a^iß cos (a, ^. 

Ganz eben so findet sich: 

B2a cos (ci, B) — B2A cos (/l , B). 

Hieraus aber folgt leicht 

2abco&{ayb)^22aBcQs{fiyB), 
2i:aB cos (a, B) == 2£AB cos (4, £) ; 

woraus endlich 

Züab cos (a , 6) = HS AB cos (A,B), 

was den zu beweisenden Lehrsatz ausspricht. 

Anmerkung. Um die Gleichung 2b cos (a,b)= HB cos (a,B) 
zu beweisen, darf man sieh die Kräfte b parallel mit sich selbst 
in einen Punkt der Richtung der Kraft a versetzt denken, und 
wird sie dort in eine einzige Kraft zusammensetzen können, deren 
Projektion auf a gleich Hb cos (a,b) ist; sei diese, Kraft =:j9, so 
ist also ^cos(a,/^='^6cos(a,6). Verföhrt man eben so mit den 
Kräften B, so muss man die gleiche Resultante ß erhalten, und 
es ist folglich auch ßcos(ayß)=i I!Bcosia,B), woraus nun die 
Gleichung folgt 

3) Nehmen wir an, es haben die Kräfte a, a',.... eine ein- 
ige Resultante A; die Kräfte b, b'j.... eine einzige Resultante 
ii; 'so wird man die Kräfte A, B statt der zwei Systeme 
A, A',...,; B, B' ,;„ setzen können, und also aus Lehrsatz L 
(§. 2.) erhaljten: 

ABcos(A,B)=:^ £2abcos(a,b). 

4} Seien ferner die Kräfte 6, &',.... durchaus die nämli- 
chen wie a, a',...., so ist A=::B, (A,B) = und es zerßlUt 
I!£abcos(a,b) in Ua^ und 2XXaa'cos(a,aO; folglich ist 

A^ = Ea^ + 22:2;ao' cos(a,aO, 

d. h. wenn mehrere Kräfte eine einzige Resultante haben, so ist 

Theil X, 27 
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je einer des zweiten, als entgegengesetzten Kanten, Tetraeder, 
so wird die Summe der Inhalte alier dieser Tetraeder attverfcndert 
bleiben, wenn man statt der zwei betrachteten Systeme zwei ihnen 
resp. aequivaiente wählt. 

Bezeichnen wir die Systeme, wie in §. 2., so ist 

22 Tetr. (a , 6) = £2 Tetr. (A,B), 

worin jedes Glied das Zeichen -f oder — hat, j^ nachdem die 
eine Kraft, gesehen von dem Ende der andern, in einem bestimm- 
ten oder dem entgegengesetzten Sinne ün drehen strebt. 

Beachtet man das in §. 13. Gesagte, so ist der Beweis gani 
der gleiche, wie in §. 2. Denn es ist, wenn das Zeichen 2 sich 
Moss auf b bezieht, 

'^Tetr. (a, 6) = ^ ^ (der Momente von 6,6', .... in bezog auf a) 

^ y f I? W \ 

— Ä -^ V »> *» » •** »-«^ »••• 99 »9 99 99) 

= 2:Tetr. (a,JB). 

Eben so 

2:Tetr. (a, B) = -STetr. {A,B), 

wenn das Zeichen Z sich auf a^A bezieht. Also 

22 Tetr. (a,b) = 22 Tetr. {a,B)=22 Tetr. (A,B), 

Was die Regel der Vorzeichen anbelangt, so ist zi^^Mrken , dass 
man in ^*^ 

^(der Momente von b, 6',.... in Bezug auf o) 

den einzelnen Gliedern das + oder — Zeichen geben muss, je 
nachdem die betreffende Kraft, gesehen vom Endpunkte von a 
aus, in einem bestimmten oder dem entgegengesetzten Sinne zn 
drehen strebt (§. 10.). 

15) Gesetzt b, &',.... seien identisch die nämlichen wie 
a, a',. ..• und eben so B , B , — wie A, A' ,,.,., so scbliesstman: 

Man habe zwei aequivaiente Systeme von Kräften, so ist die 
Summe der Tetraeder, die man auf je zwei Kräften des ersten 
Systems, als entgegengesetzte Kanten betrachtet, bilden kann, 
gleich der Summe der Tetraeder, die man auf ähnliche Weise 
mit den Kräften des zweiten Systemes zu bilden im Stande ist 

Begreiflicher Weise gilt Alles, was von zwei aequivalenten 
Systemen gesagt ist, von zwei Systemen, die sich g^enseitig 
das Gleichgewicht halten. 

16) Daraus folgt: 

Wie man auch immer die Kräfte eines Systems von Kräften 
durch zwei Kräfte ersetze, so ist immer das xetraeder über die- 
sen zwei Kräften von gleichem Volumen. 
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Summe der Projektionen von a, a',„.. hat mu' ansdrflckt, so hat 
man diese UnTeränderlichkeit nur von dem Giieae JSa . nifft .eo8(a,ni(i) 
zu beweisen. 

fitfi ist der Weg von m, hervorgebracht durch eine Umdrehong 
um eine bestimmte Gerade. Sei nun r die Senkrechte von m auf 
diese Gerade» 6 die Drehung, so ist mfi=r.^ Nehmen wir an, 
eine Kraft, ausgedrückt durch 6,^ wirke nach jen^r Geraden, so 
ist ihr Moment in Bezug auf m gleich rd; also ist o.i}tf4.cos(a,fiifi) 

= a X (dem Moment von 6 in Bezug auf m) X cos (Vt^ nif»), 

= a X (der Projektion dieses Momentes auf eine Ebene, 

senkrecht auf a), 

=aX(dem Moment, der Kraft 6 in Beasng auf o) (§. lä) 

= 6 Tetr. (a, 6). 
• . 

Demnach 

Sa. mii. cos (a,mii) = 6£ Tetr. (a,6). 

Das letzte Glied ändert sich nicht, wenn man a, a' ,..., dorck 




ol^nehin gleich sind ; also ist diess auch ffir das erste der Fall 
was den Satz beweist 

' 21) Man kann auch sagen: 

a . (Moment von 6 in Bezug auf o) 
~ ß . (Moment von a in Bezug auf Ö) , 

was aus 6. 13. unmittelbar folgt; und da die Summe der Momente 
von a, «%.... in Bezug auf eine Gerade 6 konstant bleibt för 
jedes mit diesem aeauivalente System, so folgt das so ebeo 
Bewiesene auch aus dieser Betrachtung. 

22) Wenn die Kräfte a, a',.... im Gleichgewichte stehen, so 
kann man sie durch zwei gleiche und geradezu entgegengesetzte 
Kräfte ersetzen, woraus folgt, dass alsdann 

2a , mm' . cos (a,mm') = 

ist. Diess ist das bekannte Princip der virtuellen GeschwiD- 
digkeiten. 
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9:r ä — — ^9~~^^^/ ^^^i g®*^c*zt wird. Um die GrOsse 

dV * ^^ ^" 

g— - zu erhalten, muss man aber in V bloss Xi als veränderlich 

ansehen^ und alle andern Grössen 0:29 x^y,„,Xn als konstant be- 
trachten. Unter dieser Voraussetzung enthalten die Gleichungen 
(1) n-\-\ Veränderliche ociy .cit, 0(2 »••••ccn. Obwohl nämlich 
oc^, x^y,,,,Xn auch Funktionen der Veränderlichen ct^^ a^j,„.ag 
sind, so müssen diese Funktionen nun so beschaffeD sein, dass 
sie sich nicht ändern, wenn a^, c^^.. ..ofn dergestalt sich ändern, 
wie es die Aenderungsart von Xi verlangt, d.h. mit anderen Wor- 
ten» die einer A^enderung der Grosse Xx korrespondirenden Aea- 
deningen der ft{,....crn mflssen so beschaffen sein, dass dadurch 
luSfie Aendermig in den Wertbeil von x%y...^Xn vor sich i^ebt 
Da die Anzahl der Gleichungen (1) ^ 1^» ^o kann nian also jetzt 
eine d^ ^4-1 Veränderlichen Xi, 0« , • . . . ttn ate die- imabhängige 
Veränderliche betrachten, z. B. a«, und die andern n, also ar^, 02,....flb, 
vermöge der Gleichungen (1) durch diese ausdrücken, so dass 
z. B. Xi als blosse Funktion von Oi eischeiBt. Demnach ist, nach 
bekannten* Sätzen : 

^yi_^v_dx^ 

8«! dxi 8«! 

Sir 

und eis handelt sich bloss um dld B^stfnnniingvoa k^. Nun folgt 
aber, unter den so eben gemachten VoravssetauQgea aus (1) 

Sxl 8«! 8cfa dcci ■ 5^ 8aj ' ■ dan 8«i dai * 

^^t^^t^^u , S/n San _ 8/n , 

8a:i^ 8«! 8ora 8^1 8^3 8«^ ••••■!■ g^^ g^^ -^ g^^ > 

ans welchen Gleichungen sich ergiebt 

dxi _ Ml 
8^~^1^' 

Beachtet man aber das, was in Klügels Wörterbuche, Supple- 
mente, Art. Elimination, •hinsichtlich der Bestimmung einer 
Grosse aus n linearen Gleichungen gesagt ist, so wird man leicht 
einschen, dass iVj der gemeinschaftliche Nennerist, der den Gros 
sen kl, k29""kn zukommt, wenn sie aus folgenden Gleichungen 
bestimmt werden: 
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XIX 

Uejber die Bedinfpinf^en, welclie (p(x^l 
^(x,y) erfüllen rnttssen, damit 

Von dem 

H^rm Doctor J. Bienger, 

Lekrer an der iidherwi Borgerachttle %^ Siiwheiiii bei HeideUbciy. 



Sei f(x,y) eine Funktion der beid^i Grossen u:, v, 4ieiFV 
als von einander unabhängig betrachten wollen » welche der Be* 
dingung 

Sa: dy 

identisch entspricht, so ist 

/•(a;,y) = F(:r+j/). 

ein Satz, der an und für sich klar ist. 

Seien nun U, V zwei Funktionen "der beiden unabhäogigeo 
Veränderlichen oc, y, welche identisch folgenden Gleichungen ge- 
nügen : 

^ "" Sy ^ da: "^ dy * ^ ' 

so ist 

U+iV=^F(x+iy). 



Denn es ist immer 



also 



üi-iV = (p(x,y)^ 
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Bevor wir weiter geheD, dind noch einige Bemerkungen nudug, 
welche zeigen, dass lUs Inlegrai auf der. rechten Seite verschie- 
dene Formen annehmen kann. Da aus — ;^ ^r-J — folet — ' = 

2tjc 
29AH , und q immer eine ganze 21ahl ist, so kann man die vo- 
rige Gleichung zunächst in folgender Gestalt darstellen: 



n 



. 2r» 
- — sin -— • 



*^ ■ * ■ 2l*9P 

Da femer r<9t, so ist 2r<3», und mithin — <29b; es sind di* 

2rjr 
her hinsichtlich des Bogens — vier Fälle möglich, jenachden 

derselbe im ersten, zweiten, dritten oder vierten Quadranten liegt 
Diesen vier Fällen entsprechen die vier Siippositlonen 

= 9i> »^V^ «+%* 2w*^5R4; . 



n 

■ • - ■ . . 

wo jeder der vier Bogen 9?i, 9^ ^3, 94 zwischen nnd:^ 
ten ist. Das Integral ^ ^ 



entlial- 






na ^^ . 2r3r 

ß= / ^p^ sm — 

2a: cos — + x^ 
n ■ 



nimmt demgemäss die vier Formen 

•* sing>ida; 



-f. 



l--^2xco8(pi-j-ä:^^ 

* sin q)2da: 
Q l+2a:cos^+j:*' 

* sin ^3 cLc 
l+2a;cosqp^ + a;*' 

* sin y4<Za? 
1— 24rcos^4+ar® 

an. Nun ist überhaupt 



/ 



sinW^r . . , a:— -coso) . ^ 

I — öTTiri — i— a = Arctan ' ' . + Const, 

1 — z^cosg) + a:* sin 9? * 



folglich 



1 



k 



Aeihe coDvergtre. Deiikt man sieb D&iBlieli In (1) die Brüche ^ , 

1 1 

- — --- .^ uaifh den steigenden Potenzen von o: in Rei- 

lien entwieltelt und diese Rethen in einander Inultipficirt, so 
vrerden im Producte. sämmtiiche ,Coefficienten, wie man aas ih- 
rer Formatiou ersic4it> Icieiner fvferd^n» |d8 wenn man die Reihe 

fflr ., i ^ . znr nten Potenz erhoben hätte. Da nun die Conyer- 
1 — te 

genz der l^twickelung von (1 — no?)—" fiQr nx^i als bewiesen an- 

crlsannt ist» so ist um so mehr auch jene Reihe fär Pir^) conver- 

gent, sobald nx numerisch kleiner als 1 ist 

Wenn wir jetzt den CoefBcienten von a^ in der Entwickelung 

n 

iron P(^) mit Ci bezeichnen, so dass . 

P(»)=^\l+ia:)=:£Cta:i (2) 

• fc=ö i • • ■ i ■ 

n 

ist, SO kSnnen wir bemerken, dass fiir ein positives n Ci ver- 

sckwindet, sobald i>iB-— 1 wird, und dass ftfr n=:0 n^r dei' 0o- 

(I . . - . ■ 

eiSeient ,C||=:1 übrig bleibt; ferner ist immer, welche ganze Zahl 

n 

aoch n sein mag, Co=h Wird nun dieGleidiung (2) mit l-l-na: 
ndtiplicirt, so erUUt man 

wtraM« sich durch Yergleicfaung der entsprechenden Coefficienten 
bigende Relationen ergeben: 

.1 



Cl ==Q+II, 

»4:1 ■ ti 

Cf =Ci+flQ, ff ;> 

....... y (3) 

«4-1 n n 

Ci srQ+nCiL-i, 



■ i.i 



Dorcli Sommation arithmetischer Reihen gelangt man nun vermit- 
tabt. ^feser Relationen nach und nach zu folgernden allgemeiiien 

Alisdrücicen, in denen der Kürze wegen ^v^~ V ä "-"^'t J 

° 1.2. .«m 

a| * J gesetzt ist: 






' rn^^ lSn*--&0««^-{}fH-2 

■ ■ •■•■» "^ 1; : ■ . ; ■ - ■ ' f1 • '. ^ ■ ■ . - , .. ;. ; 

> JS9 bietet,8ich abo.ffir dio fi^liqhf n .Qpefl^^i^en ^die ,<Fonn 

ff- 






dar» wo die <Grös86Q\Bi« jBa^.et^^ ^'db^cli 

folgende tteiationen bestimmt sind: 

■.;■•;.'. :■■■■. • ■ ■■•■ ■ ■ -1 . : . ' . . . ; . 












»±1 «* 

i 

Wenn man nämlich ifa derFotmtfi Ci-\-i=4Vi^+nCii die Reihen 
(4) substituirt, so \&t zu beachten, dass 

Cw + fi + lV_ i^ n + ft ^_ir w+ft"^ 



und 



Aus den Relationen (5) erhält man nach und nach: 

*' " ". 

Äi=2M-i_(i+3), 

4=ot*+«-(J).(t + 5).2'+» + (.+4)(t-|.3) + I|, , 



4. • 



-[(«•+5)(t-+4)(M-3)+3(i+4)+l]}. i 

- (3)[(i+7)(i+6)(i+ö)+6(f+^+'i]2'+i 

' +[(<+Ö)(t+5)(f+i)(i+3)+6(i^5)ri'-|^4) + 4(t+i)'^8]j, 

i ■ - = 0. «. f. .-: ■• '; •: ! » /. 

In dieseh Formelti wurde der Coefflcieot ded'eMten' Gliedes 
nach Berechnuiig . aller jßbrigen Co,ei£iqenteD ;ius . der .Be^ingupg 

iBt SB :0 hergeleitet ^j wobei es ^Qi^rkeiisirerdi iat| das« V>n allen 
▼ier specielicio Fällen* derselbe inaerbätb' der Ktaidmiefn ' ±=: 1 si<m 

eigab. Man kann sie überdiess noch an der Gleichuns J8^ ^= 
3.D.7...(2i4-l) prüfen. Um, wenn ei^ möglich ist, über das Bildungsge- 

tf^'^ €lrthi^ü Ä, Ä> etc. etWas Allgemehies'''B6>^fGlhren, 

WOHeft- wir '• .:*.'•■ . ■:■-::/ I ..: »;;» 



. '■■•.- r'tüJ'i , JSi I.. 

'. ■ 1 • • I » 



^tiQBa üfid deii Ztii^cU^, den ^^^^hftlt/weM darin' iltt:t^ 

übcsgehti^duceb ji^^i'^: h^^^cV^ep. Substltuirt. maii diese« Aiif- 

dEtekfflrifjt undiidiailSiUalogen' icir JSa m^L JSa-^ ,in.:^er. a^s (5) 
gezogenen Gleichung: . > : ; .. ' . .. } .,; , , . 

■ ■■ ; > i' • ', i '' i : . .f 

und ordnet nach den Grundzahlen derjenieen Potenzen, in deren 
£xponenteq i vorkommt, so ergeben sich iolgende^G)ei£hungen : 

'■ ■ ' =•* '«' ' *■ ■• ': '* j ^ ' f ' ■■ 



«• ? 



a a a — 1 ' , 

Ai — aJ.Ai=(i'{'Cc-i'i)Ao, 
24i-(ir— 1) J.Ai=:2(('hä+l)%\ -^ 

t -i ■ » ' I • ■ , 

I • • •*• ••■•••••,••.■ > 

' (*■ Ja - ' a o— 1 

f*il^— (a— jx +1) ^^.2</i= |*(i+a+l) 2<^ -1, 



■j .' V . : I f 



(7) 



■■■"'•■■■i«""h' •• >"'■»• •■■• »■■»i..»»jL .« .»■■* 
i'^f.-.. -^ 'l.'-l • „• • • ! .iy^,;.- i:! .' . I. . ■,.,:'. ■^•^ .■ 
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Smkrechten findet Läsen z. B. A, B, C, D, E und Findnet 

geraden Linie, wären IQO Ruthen von einander eatfemt, und man 
tonte in irgend einem zu bestimmenden Punkte «twa JB , D und 
£ nicht sehen, so wären die entsprechenden Senkrechten fir 
As=:2A00cotga und für F=3.100cotg/3 lang. 

Auch in grosserer Allgemeinheit, wenn A, B und C nicht in 
gerader Linie liegen und ungleich weit von einander entfernt sind, 
aber wenn nur recht viele Punkte cartirt und nicht mit Zah- 
len , sondern durch Zeichnung auf dem Papiere hergestellt werden 
sollen, ist die Methode von ausnehmender Wichtigkeit Denn, 
wenn nämlich die Lage dreier Kirchthiirme durch höhere Land- 
Vermessung gefunden wäre, und es sollte möglichst schnell und 
genau die ganze, vielleicht meilen weite Umeegend aufgenommen 
werden, so verlohnt es sich der Mühe von den Entfernungen AB^ 
BC und AC tausendtheilige Maassstabe zu entwerfen, wonach 
und womit man dann die vorhandenen Cotangenten-Tabeilen aach 
hier ohne w^eiteres, ganz analog den beiden obigen Fällen, an- 
wenden kann. 

•< 

Von praktischer Wichtigkeit ist bei Detail -Vermessoi^ieB, 
dass man in der Ferne, nämlich von den aufzunehmenden Punk- 
ten aus, die Nummer oder die Identität der Signale A, B, C 
u. s. w. in der Hauptlinie genau erkennen kann. Mao befestige 
also z. B. auf den Signalen kleine roth und weisse Flaggen, biuae 
bei den ungeraden Nummern, also bei A, C, E u. s. w. das 
Rothe, bei den geraden das Weisse oben, und markire dann aus- 
serdem noch nebenbei die je dritten Signale durch ein zweites 
Zeichen, z. B. ein Strohbündel , so kann man nie darin irren und 
also richtig die Signale wählen, welche die einstigsten Winkel 
gewähren. Bei Vernachlässigung der rechten Hanclgriffe ist schoo 
oft eine gute Methode verkannt worden. Winkel unter 20^ müs- 
sen bei genauen Detail - Vermessungen am besten ein für allemal 
ausgeschlossen werden, man kann sie auch sehr gat entbehren. 



Nachschrift des Herausgebers. 

Wenn auch die obigen Bemerkungen, was rielleicht mancher 
Leser Terinissen wird, und wie man allerdings auch, wenn Torzugsweiie 
Ton der nicdcrn Feldmesskunst die Rede ist, wohl erwarten dürfte, keine 
rein -geometrische Auflösung der sogenannten Fotheno tischen Aufgabe 
über das Kückwärtseinschneidcn durch blosse Construction (also nament- 
lich auch ohne unmittelbaren Gebrauch des sogenannten verjüngten oder tan- 
sendtheiligen Maassstabes) enthalten , so yerdienen dieselben doch gewiss 
alle Beachtung und weitere sorgfältige Prüfung , weil sie Ton einem 
Manne herrühren, welcher mit langjähriger Tielfacher nnd höchst Tiel- 
«eitigcr praktischer Erfahrung, namentlich auch im Bereiche der Bie- 
dern Feldmessknnst, anerkannt sehr tüchtige theoretische mathomatiiche 
Kenntnisse verbindet. Ich möchte daher wohl wünschen , dass die im 
Obigen niedergelegten Bemerkungen, namentlich von solchen, die ihrem 
^Berufe nach sich viel mit der Ausführung praktischer Arbeiten so be- 
«chäfcigen haben, sorgfältig geprüft werden mochten, indem ich äber- 
zeugt bin, dass namentlich die bisher grösstentheila höchst bandwerb- 
mässig betriebene , und zum Theil noch ganz auf dem Standpiuikte der 



aus deoen nach uud nach geschlossen wuipde: 

■ / .■ . . 

i, = (i+2a)(i+2a— l)+a— 1, 
4»=.(»>2«-l)(t+2a-2)(»+2a-3)+(a-2)[3(t+^ 

4j=(i+2a— 2)(i+2«— 3)(t+2a-.4)(t+2«— 5) 

+(«— 3)[6(£ + 2«-3){t + 2«— 4)-|r4(i+2«~4)+3«~7J, 

4^ = (i+2a— 3)rt+2ir - 4) (i + 2«— 5)(i+2a- 6)(t+2a— 7) 
+(«--4)[10(l+2a-4)(<+2£^-^)(l+2«--e)+lÖ(f+2»^ 

+5(3«— 10)(t + 2«-6)+25«^Ö4], 

IL 8. f» 

■ Eis erhellet sogleich » nach welchem Gesetz die ersten Glieder 
dieser Ausdrücke sebildet sind. In Beireff derjenigen Agj^r^ate» 
die der Reihe nach mit a — 1» a»— 2, a — 3, a — 4 muUiplicirt sind« 
ist SU bemerken, dass die Coefficienten der ersten Glieder^ nSm- 
lich 1, 3, 69 10 9 eine arithmetische Reihe zweiter Ordnung bil- 
den und daher durch (^o J* C 2 /' V2 J' Cs J dargestellt 
werden können. Die Coefficienten der zweiten Glieder 1, 4, 10 
bilden eine arithmetische Reihe dritter Ordnung und sind daher | «» } 9 

I |, \ *\} ^^ schreiben. Schwieriger wird die Betracbtong 

der Coefficienten der dritten Glieder» welche nun schon ce enthal- 
ten; diese lassen sich so darstellen: 

(^J)[3(«-4)+5] , (^J)[3(«-5)+5], 



SO 



dass r''^|[3ttt — f^)-f5] ihr allgemeiner Ausdruck ist. 



Durch diese Induction werden wir darauf geführt, folgende 
Formel zu versuchen: 

wo der ^u bestimmende CoefBcient Kt eine Function von a — (i, 
bezeichnet, die sich nicht verändert, wenn tt und ^ zugleich in 
a — 1 und fi— 1 übergehen. Um nun die betreffende Formel ans 
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\7) hierauf anwenden zu können, miuis man dieselbe nach dem unter 
dem Zeichen £ in (8) enthaltenen binomischen Coefficienten ordnen, 
welche sSmiiitlich im Zähler .ihres Ausdrucks t-^Sa — 2fft-f 4 als 
letzten Factor haben. Thut man dieses; so ist man berechtigt, 
in der redncirten Formel (7) jeden besoodem Factor eines die 
Zahl i impücirenden binomiscnen CoefBcienten ffieich Null zu 
setzen, woraus die zur Bestimmimg Von Al^, ÜTi, X^»*- nSthigen 
Bedingungen sich ergeben werden. — Man erhält nun zunächst, 
indem man (8) nach i differenziirt, 

i.i=i....,i(;'+^-f+^ 
+(.-,.+1) '^- (■'+»■-'•-■+>-) _».^ j. 

Da aber die unter dem Summenzeichen enthaltenen binomischen 
Coefficienten als letzten Factor ihres Zählers t-|-2a — 2fft+5 ha- 
ben, so müssen sie in Summen solcher verwandelt werden, wie 
sie in (8) vorkommen. Kun ist 

Da nun* flir ein bestimmtes 6 die andere laufende) Zahl t von 
Ufl 6rr-».t gdit, so iHi jetzt 

FeniOT bekommt man aus (8) 
Hier ist nun 



-'«-'-) C't!:rJro= 



9M8' 

alSft.lSt >-. . • . .,.•;.:; ".: : ^ .■.■»Im: ••-■'.•:•'.: J." .^ 

- ^^ (,»-«-2)(^+ ^-.-a^ Jtirrfem 

-f J^ K *» *^»A\^ ^_j_2 Jl.'i...(e + l)Ji 

• * 

Nach diesen Vorberettungen ^iebt die Siibsfituttoti »der Ausdrücke 

a ä a—l 

för Afif^-Aj^, ^/ut-Ti ^ ^^^ Formel (7) folgende Gleichung: 

a ■ ■ ■ " » • . « .. t <i— 'l' ■ ' *■ 

^ e=i K , f»— e— 2 ^■Ll.-i...(fl+l) 1.2...(e+l) 

Setzt man hier die ^actoren ^er einzelnen binomischen Coeflfici- 
enten der Null gleich > so ergeben sich folgende Gleichungen» in 

denen der Kürze wegen «-*fA+lt=P'gesewt ist: »;,,..■, j 

■ ■• ■ j . ■ . .. .'■ ■■ ■ 
1 ...... 

Ko=l, 

Ki = l.Ko, ■■ ■ '■■■■ ••■-i 

jl:s=3ir,^,j3(4JKJ+4.3Äo), '■''^ 

U. 8. <f. 

* I ' 

Führt man die Rechnung wirklich aus^ ^o findet man 

•: /■; : :. Äir=l> .., , . 

n : «,=3^+2, . • 

. Jf,,=25^+6. 

( ' ' ," . ^ltt=^6ß»+mß + ^i, : . ,' i ' : 

\E,=3]t5/S»+l|$26^ + 120, 
( ;: B. p. fj ' 
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Weon Btt=T-s-^ gesetzt wird^ so hat ina|i zur Bestim- 

I.2.o;..n • . » . 

inimg der Grossen H in Function von ß folgende Recursionsformel : 

Die Entwickelung von Zfn.nach den steigenden Potenzen von ß sei: 

Ä»=6o + *i/5+öSBl3«... + 6;xi3^+ (11) 

Aus, der Recursionsformel (10) folgt sogleich 

?o = l, (12) 

und wenn wir abkürzend ^ 

g)(n + l)—g)(n) =2^9(71) und g>(l) + qf{^)».+(p(n)=2fq>(n) 

setzen, wo dann /g>(0)=0 zu nehmen ist, so folgt aus (10) für 
f&>0 die Differenzengleichung: 

n n 

ii+2""(«+l)(»i+2)' ^^ 



o o 



In welcher Ätt=0, //ft/4=0 zu nehmen ist, deren Integral somit 
durch die Gleichung 

■ ■ s„=(iü^y^.__/^»VA (.4) 

f ■ • 

dargesfeDt ist Vollzieht man die Integration ftir ft = l, so er- 
hStt man. 

;_«^-yL. (.5, 

Für fA=2, |x=3 liefert die Integration ebenfalls: 

"*" L 2 jj nj ii^J nj IT-iJ ^:=2 

Setien wir nun der Abkürzung wegen 

TheU X. 26 



SM 

80 dass 

wird, und 

HO habca wir die Gleichungen 

Äa=<ia So — Ol Si +«»0 ^j 
H'essbslb die Vennutliung entsteht, es mücht« Qberhftnpt 

fc=o 

wo flf eine ganze Function (i4-l)tei 
die fär i>l durch N(n-f])(n+^ 

Form der Grössen bfi sein. Um diel 
zu prfifen, müssen wir nachsehen, ol 
bis Bu einem gewissen Werthe von 
cirt worden ist, fSr den unmittellfbr 
derum einen Ausdruck von der Fgi 

Grösse bn gebe. Zu diesem Zwecke 
(16) in der Differenzengleichnng t. 

nach den transcendenten FnnctiOMl 



ir+T *'-<-' 


, und ddier .,; 




'•■«^'-<^^Kr 


ist, 80 nird 


■• ■ '-'.Of 



afts 



UDd die Gleichung (13) erhält die Gestalt: 

^ ■ ^^ — L-r- ^-=-i-Q r ( Sß-i 



n+r" 



n + 3 



af_, 



Da hier dift eütsprefaeDdea: Coeffideoten der Functionen S 
gleich sein müssen , so folgt: 



«+i 



n «+i 
j, ^^ —4_ ^»-1 

n+2"" (n-Fl)(ir+2) * (w+l)(n+3) ' (n+l)(«+2) 



+ ,...,^;;i;i^ + 



n 

«t-l 



n+2 
n n 

UeW die Ajifangsvrerthe der Fmctionen 0% und ^^oj ist Folgen 

o 

4^. m bemerkj^.. Da Sii^X oder wird, jenachdem f&=0 oder 
^Aist» uadda &u^3=:\ oder Q wird, jesaehdem ^=0» 1 oder >1 , 

• O 

ietf 60 \ßt auch ^erhaupt 6/«=9u und für ii>0 insbesondefe 

ill Ol o 

^psfl^— «M^. Für f4>0 ist aber 6^=;=6/i = 0, dagegen ist 6© 

=1; folglich ist auch ao=l nnd, wenn fi>U ist, a^==:0, a^« 

:±;a|i^=3 0o=^^9 ^4<> i'st für jedes ganze und positive (von Null 
verschiedene) ^ 



a^ =: 0^ z/cr^ = L 
Wenn also In der Gleichung (17) »>0 ist, so hat die Function 
bei n=:0 den Anfangswerth- \, denselben, den auch die 



«4-2 



»4-1 



FmcHon , r:.} , ^ hat Man darf daher ab erstes Inteoral der' 
(ii+l)(ii+2) ^ 

Gleidiung (17) 



n n+i 
Joi C/-1 

n + 2 (n+l)(w + 2) 



J Vn(Jf^ ^ « (« + 1) n(n+l)(n+2) J 



9(n) 

26 ♦ 



(18) 
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setzen, wo (p(0) = »ein soll. Aus dieser Gleichung folgt 



und da at verschwindet, so hat man als zweites Integral : 

t II 

«<==/'(~^+(n+l)9>(n-l)). (19) 

fli 
Nun denke man sich die ganze Function at in Beziehung auf die 
in ihr enthaltene Variable n nach binomischen Coefficienten von 

der Form | ** ^^ "~ j entwickelt, und setze daher 



wo I I einen von n unabhängigen Factor bezeichnet Da in 

den Gleichungen (18) und (19) die Grossen at, a{.|, ai-^, q> in 
linearer Form enthalten sind, so können wir untersuchen*^ welche 

Bestahdtheile der Funi:tion at ihre Entstehung irgend einem ein 

n n 

zelnen in at— i oder at^ vorkommenden binomischen CoefBcienten 
verdanken, und wenn dieses geschehen bt, durch eine auf alle 

n ft 

Gliedet von ai-i und at-^ ausgedehnte Summation den TollstSn- 
digen Werth von at berechnen, in welchem dann L 1 als line- 

are und homogene Function der Factoren 1 ^ 1 , J ~^ 1 > •- 

l'Z I» I *"r I ,... erscheinen wird. Die Berechnung kann 
unter anderni auf folgende Art gefuhrt werden : 
Es ist 

n n— 1 



n{n+2) ■ n(n+l) 

fi n n— 1 

■~n(n+:l) "*■ (n+l)(?*+2) n(w + l) 



n—i n— 2 - "—3 

j_ ^aj—i -{-^^t^ai-i + ^^oj-i + etc. 
^n + l)(w+2) 



C7E -I- ffi «— 1"^ " 

I einen in ai-i vorkommenden binomi- 
schen Coefficienten bezeichnet, so entspringen aus demselben in 
Jg>(n'-i) die Glieder: 
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(r/i— l)mV. m— 2 J ^(i»-l)(iii-'2) V. i»-3 J 

(m— 2)(ni— 1)V. m— 3 J 

^ A=3 a-2)(;i-i);iV it-3 >r."^ n* 

Durch Integration ergiebt sich als Bestandtheii von tp (n) der Aus- 
druck 

(m— l)mVfii~U ■*" (w-l)(m— 2)L m-Sj 

(A-l)xU— 2j ,2 wi-1 2j w-3 

1 n 



^ te3 (A-2) 



und hieraus als Bestandtheii von (n4-l)9)(n— 1) + ^^ das Ag- 
«— 1 V. m— 1 J "*■ m— 1 V. m J ^ m-1 V. m— 2) J 



A=«i— 1 
+ ^ 



A=3 a-2) 



-2)X\. 1-1 J 



+C-l-y^4/^)'-+>H 






durch dessen Integration als Bestandtheii von at sich ergiebt: 

1 /"n+m + l"^ , 1 /^n+m— 1 



m 



1 /^n+m + 1'^ , I /"n+m—l*^ 
^IV m + 1 J"*"m-lV. TO— 1 J 






4 w-^1 2,/w 



^)C 



^ -i/Li_^r'*+2) 



¥l. 1 J + 2 ^i=;T+2^ Sr=2 + — I"*!' ^''^^ 



I ' |, sondern auf die Form \T j gebracht sind. 



wo die binomischen Coefficienten mit Fleiss nicht auf die Form 

X 

n 

Auf ähnlichem Wege erhält man für den Bestandtheii von ai, 

n 

der ans dem beliebigen in a;— ^ vorkommenden binomischen Coef- 
identen li** "* j herfliesst, den Ausdruck: 
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ttrhllt nwn fol- 



Die Crleichang (30), wenn darin die BiDomialcoefBcienteii auf 
die Form | T | gebracht werden, verwandelt sich in 

+(i3']-D])ctD-ß]cn 

Vergleicht mah die von n unabhängigen Factoren in dieser Glei- 
chung mit denen, welche sich in dem aus den Formeln (21) und 

n 

(22) hergeleiteten Ausdrucke für o«* ^gdben, «o 
gende Gleichungen: 

+o;a +['7']-t'7a-[i;a -[tai-<»> 

wofür A der Reihe nachi— 1, i — 2,. ..4, 3 zu setzen ist, 

2 ms« t/ I» L. *• J 

Im Gänsen drei ÖMfchuiigen mehr ah» isar Bestimmuni <Mr f *^1 
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FactoreD 1 • ! ^ |;*««|« | erfordert t^erdeo. Soll daher die For- 
mel (16) sich halten kuoneu^ so müssen die Gleichungen (26) y i^p) 
(^^ als nothwendige Folgen der übrigen Gleichungen (23) » (24), 
(25) sich nachweiseti lÜssen. Vorher aber wollen wir die durch 
die Gleichunff (25) festgesetzten Relationen möglichst vereinfachen. 
Vnrd nflmlicn der Kürze wegen [für A;=^4» 5,.,.f| 

und im Besondem 

<'-•> L+i] - ['7']=*<''+ »• [0 -[4]=*"" 

gesetzt, so verwandelt sich die Gleichung (25) in 

*(MX- jt^(i-l,* + l)+V'(«-l, A + 2)... + if»(£-l.t)| (25W) 

I 

«id cKe Gleichungen (23) und (24) in 

-if;(i,t + l)=:0,'*; (1,0=0; 

also verschwinden In obiger Summe sogleich die zwei letzten Glie- 
der '^;(i — 1, i) und i(;(i — •!, i— 1); folglich werden auch ^(i,t— 1) 
und ^(t, t — 2) verschwinden. Wenn aber dem so ist,, so müssen 
auch i|;(i — 1, i — 2) und i/;(£— 1, t— 3) verschwinden; folglich ver- 
schwinden wegen (25*") auch if;(i, i — 3) und ij;(i, t— 4). Setzt 
man diese/s Verfahren weit ^enug fort, so folgt überhaupt, dass 
^(f, A^ vetis'ehwindet, welche der Zahlen 3,4»...t'-|:l man auch fQr 
k sabstituiren mag. Wir haben also statt der Gleichungen (23), 
^)^ (26) folgende einfacheren Relationen: 

DD- D]=<" 

■ ' 

US 4ei^p Ach durch Addition sogleich die Formel 



(29) 
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La J ~ A-2 L*-iJ "''A-iL * J"*"* La.+iJ 

I 

ergiebt. Jetzt sind wir im Stande , die Richtigkeit der Gleichnn- 
gen (26) , (27) and (28) zu prüfen. Wenn wir nämlich in der vor- 
hegenden Gleichung (30) für k nach und nach 3, 4« 5».«.. t% £ + 1 
setzen und dann addiren^ so erhalten wir 



ro]= 2 [-*']=&•• *»' 



wodurch die Gleichung (27) verificirt ist In der Gleichung (28) 
lassen wir i in t-hl übergehea und multipliciren mit 2, so ergiebt 
sich: 

m=3 V J m — 2 m— 1^ Lwi J m=^%J m L m J 
Wenn wir nun hierin für j ^ I den aus (30) sich ergebenden Werft 

substituiren, so erhält die Grösse - — r| "7 1 aIs Factor die 
Summe 

»1=4:4-1 

2 

m=3 

deren Wer* == (* —1) Ty + i- • • + t^j + 4^ "**• '*'® '"*'* '^*'** 
obiger Gleichung wird daher 



da o+y^r^~srrO' 



tfa/ Ä [*A ]' 



und ist somit mit der rechten Seite identisch. Hiedurch ist die 
Richtigkeit der Gleichung (28) bewiesen. Um endlich noch die 
Gleichung (26) zu verificiren, addiren wir zu derselben die Glei- 
chung (^) und erhalten: 

, 'tir=8 V.4 m— 1 mj\^ m J 

Wenn wir nun hiezu noch die Gleichungen 
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uod 

addlren, so ergiebt'sicb mit Weglassung des t^actors i: 

Vm — 2 m-^Xj L w» J m L w Jl * 
oder auch • 



oder, da wegen (29) 



_*=^il_rt--2-l 
tis A L * J ' 



La+ 1 J L*+2 J ~ * - 1 L ä J 



nnd flberdiess 



^ +1= 1 



k{k-\) ' k Ä-1 
i«t, 80 ist 

welche Gleichung mit (30) übereinstimmt. Somit sind alle drei 
überzShligen Gleichungen (26), (27) und (28^ nothwendige Folgen 
der fibrigen^ diesen unmittelbar vorhergehenaen Gleichungen. Von 
nun an tritt die Gleichung (16) sammt allen ihren Consequenzen 
in volle Kraft. 

. Ipi^einen independenten Ausdruck (ur die Grosse! ^ I zu be- 
komm'eii^ geben wir der altgemeinen Gleichung in (29) die Gestalt: 

ii(A-2).[j]-ii(A-^);[^:}] 



= ra|"(*-i>-[4i]r ^*'> 



Integrirt man diese Gleichung unter der Annahme, dass der 
Unterschied t — A constünt sei» ^o ergiebt sich: 



4j03 






+ ••• 



^^*-^>- Lii] 



• . • 4- A - f ^ *i», ■ i ^ i. . * . (33) 

Für £=±14-1 ^st diese Formel nieht anwendbar. Ea ist aber 

folglich 

11. 8. f. 

Wenn überhaupt - 
gesetzt wird^ so ist 

Die Gleichung (20) kann nunmehr durch 

="2" ^^'-. er)- ^- et") <») 



ersetzt werden. 

Die Gleichungen (30) und ^1) enthalten zwei die Functionen 
T betreffende Sätze ^ die ich hier noch einmal beweisen und mit 
zit^ei andern vermehren will. Aus der Definition der Functionen 
T ergiebt sich nämlich unmittelber die Gleichung 

1 

y»— A— ^n—X T 2 I j *n— A^-i» 

Dividlrt man diese GloicbuBg durch ItX, so ^tsteht: 

X A+i X-i 

ni ir(Jifi)"" nx' 
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wofür, wenn A = n wird. 



n «— 1 

Iln Un 



m seti«! ist W«nn man nun diese Gletchung von it =±: m bis 
X=:9t integrirt, so erhält man 

Jim "" A=» ilit ' ^ 

was der Gleichung (30) entspricht. Der kleinste Werth^ den hier 
m haben kann, ist in=l. Integrirt man diese Gleichung von m=l 
biB in=7t» so erhält man 

m Ä— 1 ^ m 

w^i^Thn h=i Til «=i nw 



Also ändert sich der Werth der Summe 2 ^^ TV— A nicht, wenn 

auch darin n — 1 für n gesetzt \jird; folglich behält diese Summe 
immer denselben Werth, welche ganze positive Zahl für n auch 
subslitimt wird« Nun wird fär n=i\ der Werth dieser Summe 

•— |-fo =s 1; folglich ist überhaupt lär jeden ganzen positiven 
Werth von it mit Einschluss der Null: 

Dieses stimmt überein mit der Portnel (31). Zwei neue Formeln, 
welche gelten, wedti a, m, n ganze und positive Zahlen sind» sind 
folgende: 

A A-i X X-\ 

da "TS du m ' ^*"^ 

i»dcbe seigt« dass der vorliegende Ausdruck seinen Werth nicht 
fliderty wenn darin m und n vertauscht w^den; und 

X ;ui 



^.^^=*'-*— "^) 



«reiche Foraiel seigt , dass der Aiisdruck links iseinen Werth nicht 
, tndert, tt^nn m + n constant bleibt« Um die Formel (III) zu ve- 
rtfidren^ setze Ich auf der rechten Seite derselben 

1 X x^i ;^2 
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X 

ordne nach den Functionen Tm+i, setze dann 
X 1 Xj-i X-\ 

und schaffe den einzigen negativen Term auf die linke Seite hin- 
über; auf diese Weise erbalte ich 

X=ai-m I A A— l A=a— i+n J A A— i 

A=f-i m* ^" ^''+"-^ = A=£i m* ^""^^ ^a+«-i-A. 

Diese Gleichunff^ die sich von (III) nur dadurch unterscheidet^ 
däss a um 1 kleiner und m um 1 grosser geworden ist, ist mit 
jener zugleich gesetzt. Wenn daher eine Formel Von der Form 
(III) wahr ist, so sind alle andern Formeln von derselben 
Form, in denen die Zahlen a+m und n dieselben Werthe haben, 
auch wahr. Wenn wir aber in (III) respective a-i-m, 0, n für 
a, m, n setzen, so verwandelt sich jene Formel in 

J[ a-k-tn A=o-|-m-f-n \ X—\ 

Was mit (I) übereinstimmt, wenn dort a -f-m-fn, a\m respective 
für 72, m gesetzt wird. Hiedurch ist die Richtigkeit der Formel 
(III) bewiesen. *- Was nun die Formel (IV) betrifft, so leuchtet 
ihre Richtigkeit fUr 7n=l sogleich ein. Wenn 7ft>l ist, so lässt 
sich auf ähnliche Weise wie vorhin zunächst zeigen, dass 

A=in \ X X — i A=m — 1 J A A— i 

Aisr^»^'"-^^ A^i m^»+i^"'-i-^ 

ist, wo die rechte Seite von der linken sich nur dadurch unter- 
scheidet, dass n um 1 grosser und m um 1 kleiner geworden ist. 
Folglich bleibt der Ausdruck zugleich mit m-\-n constant Setzt 
man aber darin für m, n respective l, m-{-n — 1, so verwandelt 

er sich in jPm+n-i. 

Mittelst der Gleichungen (4), (6), (8), (11), (16), (35) ist nun 

n 

die Summe Ct aller t fachen Producte , welche ohne Wiederho- 
lungen aus den Elementen 1, 2, 3, 4,...n — 1 gebildet werden 

— n 

können, wie auch die Summe Ci aller f fachen Producte, welche 

mit Wiederholungen aus den Elementen 1, 2, 3,...it gebildet 

werden können, zwar als eine rationale ganze Function von n, 

vom 2tten Grade, aber in Beziehung auf i unter der Form einer 

stoohfl&chen Summe dargestellt, welche die transcendenten Fun- 

edo««i,')S und Z* implicirt, Indessen könnte Ki oder Hey das in 

dw gegebenen Entwickelung als dreifache Summe erscheint« 

«ftter der Voraussetzung, dass der absolute Werth von ß kleiner 

Ijsei, auf eine sweiiache Summe zurückgebracht werden ; denn 

dir. Natur der Crleicbung (16) echellt sogleich, dass JSt das 

bet Am beiden Reihen 
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f e 



l + ai+ß + a^ß^ + a^ß^ + eic, 

ist, von denen die erste dem Produete ( ^~"r j( ^"~^) v^"~^ ) 
. . . f 1 — - J gleich ist. Da nun He in Beziehung auf ß vom 

Grade 5- oder ^ - ist, je nachdem £ gerade oder ungerade ist, 

also jedenfalls den Grad s des so eben genannten Products nicht 
erreicht, so kann die andere Reihe unter die Form 






gebracht werden, aus weicher sogleich erhellt, dass diese Reihe 

l+aiß+a^ß^+a^ß^ + eic. in inf. 

für /3<1 coiivergirt. Durch Vertauschung der Folge der Summa« 
tionen erbfilt aber dieselbe Reihe die Gestalt 

aas welcher bei dem gänzlichen Mangel negativer Glieder mit 
Nothwendigkeit folgt, dass auch die Reihe 



m m 



1+ Ti^x+T^x^+T^a:^ + etc. ia Inf. (a) 

(somerprif sobald x absolut kleiner als 1 ist, ein Ergebnisse von 
dem ein directer Beiweis noch zu wünschen ist. Denn folgender 
Versuch fährt nicht zum Ziele. 

Die Zahl der in dem Aggregat TV enthaltenen {fachen Pro- 
ducte beträgt *» (m + 2/-l)(m + 2f-2)...(^ + f+j) ^^^ ^^^ 

1.2.0. ...t 

l "* 

Werth des grossten Products ist -. ; folglich ist Tt kleiner als 

— I ' o ' . ' "** -J- . -— -. Eine Reihe aber, die diesen Aus- 

dmck zum Coefficienten der Potenz ar** hätte; wurde convergiren, 
sobald J7 ^ i wäre. Um so mehr wird also obige Reihe con- 
▼eigiren, wenn o: <i ist. — ^ Die Sache ist jedoch leichter als 



m 



es anfangs schien. Aus der Formel (II) fofgt nämlich Tt < lim. 
Also ist die Reihe (a) flir a:<l convergent, und ihr Werth klei- 

, Hm 

ner als = '. 

l — x 
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Wenn man den Ausdruck (1) für Pi-*) in Partialbrfiche zer- 
legt, 80 erhält man 

J)ienkt man sich nun diese Partialbrüche in geometrische Reihen 
najph den steigernden Potenzen von x entmckelt, so ergieht sich 
sogleich 

wo die Summe rechts bekanntlich verschwindet, wenn flir n-f-t 
ein positiver und ganzer Exponent, der kleiner ist als n, gesetzt 
wird. 

Bei dieser Gelegenheit möge erwähnt werden, dass die Summe 



|(-»"-G)r 






gleich ist der Summe aller ifachenProducte mit Wiederholungen, 

die aus den Elemtntett ?-> 5-, «->.•••— gebildet werben iL^nnen, 

■ 11 ■■ ■ ■ 
ein Satz, der übrigens, wenn dieses Aggregat mit Ui bezeichnet 
wird,, leicht mittelst der Relation 

veri6cirt werden kann. Wenn i ohne Ende wächst, so nähert sich 

n 

Vi ohne Aufhören der Granze n. — Die Sache kann noch all- 

n 

gemeiner gemacht werden. Es bezeichne Vi die Smnm^ aller 
i fachen Producte mit Wiederholungen, die aus den dementen 

— :-^ , — -m • ,.. — I— gebildet werden kunnen> oder mit andern Wor- 
a + 1 a+2 o+ji 

ten« es sei 



so M 



0-4i)('-.;fi)-;('-^«) 

==: 1+ Fix + r^afl + V^x^ + etc.. 



Ans diesor Gleidraog folgt nun: 
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1 1 + Fi « + Fa «•...+ Fr-, a*^^ 



a' 



(.+»-)(.t|)....(i+i) 



^'-'»'-CDsw 



n 



_ Fi + Ff+i a + Fi+aa'»+ ... 

0+r)('+l)-('+y' 

Die Reihe (a) ist einer Verwandlung Khis, aus der man so 
gleich sieht, dass sie tur or^lconvergirt. Es ist nämlich 

Htems ergiebt sich däpch Vertavichung der Folge der Summa* 
4oQej9( nnä indeav man fi3r die| Reihen, welche ü -enthalteu, ihre 
enBlichen Wetthe setzt: - . - 



OD n 
m< 



2 TmX'^ = —- ■- — - — '^-'^^^ ' 



:0 



('-f)0-l)-0-f)0-»f.) 




1_ 



x^ 



~"»i+2 (^ H^/v* i^J 






(' n+2}(* «+3A* Ä) 



O^X'-D- 0-1) 



n 1 n 1 « 



1- a: "' + 7"^ x\r ^-etc.inmf,^(VI) 

Wenn man den ersten der beiden hier gegebenen Ausdrücke 
in der Formel (A) substitulrt und die Folge der Summationen 
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umkehrt» so erhält man unter' BerücksichtiguDg der Relation 
chüngen (11), (16), (35) folgende endliche Formel: 




Allgremeiiie Iiehrsätze über Systeme 
Ton Kräften und ihrer Momente. STaeli 
dhasles In IiiouTille's JonrnaL Mal et 

Juin 184V. 

Herrn I)^ctor J. Dienger^ 

Lehrer an der höheren Bürgerschule zu Sinsheim bei Heidelberg« 



1) Zwei Systeme von Kräften > die in beliebiger Anzahl yoT'^ 
iianden sein mögen, heisseo aequiTalent, wenn man ^in System 
auf das andere, durch Zusammensetzung oder Zerlegung der 
Kxäfte, zurückführen kann; oder, was das Nämliche ist, weno 
die Kräfte beider Systeme, parallel mit sich selbst in einem 
Punkte angebracht, dort die gleiche Resultante geben und dadorch 
das nämliche resultirende Kräftepfiar (couple) hervorbringen. 

V 

2) l. Lehrsatz. Weifb man zwei beliebige Systeme tod 
Kräften hat und multiplicirt jede Kraft des ersten Systems mit 
jeder des zweiten und mit dem Cosinus de», Winkels der Rieh** 
tungen beider Kräfte, sp hat die Summe aller [dieser Produkte io 
Bezug auf die genannten zwei Systeme den' nämlichen Wertb, 
als die Summe der ähnlichen Produkte in Bezug auf zwei Systeme 
von Kräften, die den ersten zwei aequivalent sind« 

Seien a, af,.,., die Kräfte^ des einen, .6, 6',.... die des andern 
der zwei Systeme; Ay ^4', ;...;) JS, fi',.,.. die Kräfte der aequiva- 
lenten Systeme ; beliehnen wir den Winkel de^ Richtungen der 
Kräfte a, b mit (a, 6), so muss 

££abcim(a,b)^i:£ABco8(A,B) 
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seiu, fTo das eine Zeichen sich auf alle Kräfte 6^ B, das andere 
auf die a, A erstreckt. Betrachten wir aunächst das Glied 
£«6 cos (0,6)9 tienn das ^-Zeichen sich bloss auf die 6 erstreckt, 
80 ist offenbar ^ 

^a6cos(a,6) 
= a[6cos(a,6)-|- 6'cos (0,6') + ä^'cos (0,6") +....] ^ 

d. h. dieses Glied ist =:a, multiplizirt mit der Summe der Pro- 
jektionen aller Kräfte 6 auf a. Nun ist aber das System der 
Mäfte B mit dem der b aequivalent, somit ist 

2bcoB(a,ö) = £Bcoa(a,B), 
also auch 

aüb cos (a, b) = aSB cos (a , B). 

GaDz eben so findet sich: 

BZa cos (1^ B) = BI!A cos (A , B). 

Hieraus aber folgt leicht 

2^6 cos (a , 6) = ^^a£cos (« , jB) , 
ZZaBcQsia, B) = 2ZABcoB{A,Bi', 

H'oraus endlich 

ZZab cos (0,6) = Z 2 AB coa {A,B), 

was den zu beweisenden Lehrsatz ausspricht. 

Anmerkung. Um die Gleichung Zbco8(a,b)= ZB coB(a,B) 
zu beweisen, darf man sich die Kräfte b parallel mit sich selbst 
in einen Punkt der Richtung der Kraft a versetzt denken, und 
wird sie dort in eine einzige Kraft zusammensetzen können, deren 
Projektion auf a gleich Zo cos (a^b) ist; sei diese, Kraft =rjS, so 
ist also ßcoB(a, p)=Zb cos ^a,b). Verftihrt man eben so mit den 
Kräften £, so muss man die gleiche Resultante ß erhalten, und 
es ist folglich auch ßcos(a,ß)=::ZBco8(a,B), woraus nun die 
Gleichung folgt 

3) Nehmen wir an, es haben die Kräfte a, a',**** eine ein- 
fijge Resultante A; die Kräfte b, 6%.... eine einzige Resultante 
JB; 'so wird man die Kräfte A, B statt der ^wei Systeme 
A, il',....; B9 B' ,:„ setzen können, und also aus Lehrsatz L 
(f. 2.) erhaben: 

AB cos (A,B) = ZZab cos (a,b), 

4) Seien ferner die Kräfte 6, 6',.... durchaus die nänüi- 
ehen wie a, a',...., so ist A=:B, (A,B)z=:0 und es zerftillt 
ZZabcos(a,b) in Za^ und 2ZZaa' cos {a,a^); folglich ist 

A^ = Za^ + 2 ZZaa' cos (a , a') , 

d. h. wenn mehrere Kräfte eine einzige Resultante haben, so ist 

Theil X. 27 
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geht Das Moment der zweiten ist aequivaleDt den Momenten des gan- 
zen Systems und bildet das resultirende Moment oder das Haupnno- 
menf desselben. Es ist gleich der Summe der Projektionen aller Mo- 
mente der Kräfte auf seine £bene, welche letztere diejenige 
Ebene ist, für welche die Sunmie der Orthoeonalprojektiooen 
aller Momente ein Maximum ist. 8ei M dieses Hauptmoment der 
Momente m^ m' ...... des ersten Systems ^ ebenso A das Haupt- 
moment der Momente n, n',.,.. des zweiten Systems; so ist 

MJN cos (M, N) = ZEmn cos {m^n). 

Sind die zwei Systeme identisch , so ergiebt sich: 

M^ = Zm^ + 222mm' cos (m , m'). 

9) Eis wirke ein System von n Kräften a; a',.... auf einen 
Korper, oder mehrere mit einander verbundene Körper, und man 
bringe in Irgend einem Punkte n Paare gerade en^egengesetzt 
wirkender IGSfte an, von denen jedes Paar gleich und parallel 
einer der Kräfte a, a',.... ist; so kann man sich bekanntlich 
Statt der n gegebenen Kräfte, in verschiedenen Punkten wirkend, 
dieselben n Kräfte an dem einen Punkte wirkend denken, verbun- 
den mit n Kräftepaaren, deren resp. Momente (Intensitäten) gleich 
sind dem Momente jeder der n Kräfte in Bezus auf den ange- 
nomnienen Punkt. Zwischen den n Kräften wird Gleichgewicht 
sein, wenn die Resultante derselben, sowie das resultirende Paar, 
Null ist, d. h. nach §. 4. und §. 7., wenn 

-So« + 2-r j:aa' cos (a , a') = 0, 
Zm^ + 22Ihnm' cos (mm') = ; 

wo fMf fn',.... die Momente der Paare ausdrücken. 

Diese beiden Gleichungen ersetzen die bekannten sechs Glei- 
diungen des Gleichgewichts. Denn seien ax,ay, a« die drei Kom- 
posantea von a, parallel mit drei auf einander senkrecht stehen- 
den Koordinatenazen , und zerlegt man eben so die Kräfte a',...., 
se ist offenbar die erste dieser zwei Gleichnngen fibereinstim- 
mend mit 

(o, + c' + ....)« + (ay + flj,' +....)« + (a« + fl«' + ....)*=0, 

im h. mit 

ö*+fl«' + ....=0, Oy+iiy'-f ....=0, a»-Ffla'+....=0. 

Ersetzt man eben so das Paar m durch seine drei Projektionen 
aof die drei Koordinatenebenen , mx, my, m%j so ist die zweite 
Gleichling übereinstimmend mit 

<mjr + mj + ....)* + (wy + m/ -|- ....)« + (m.+ W + ....)a=0, 
d. h. mit 

■ w^ + mx' +....=0, my+wiy'+....=0, ?ii» + wi«' + ....=0; 

wetcfaes die bdcannten sechs Gleichungen des Gleichgewichts sind. 

2T' 
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je einer des zweiten, als entgesengesetzten Kanten, Tetraeder, 
so wird die Summe der Inhalte aller dieser Tetraeder adver&ndert 
bleiben , wenn man statt der zwei betrachteten Systeme zwei ihnen 
resp. aequivalente wählt. 

Bezeichnen wir die Systeme, wie in §. 2., so ist 

Hi: Tetr. (fl , Ä) = 22 Tetr. (^ , fi) , 

worin jedes Glied das Zeichen -f- oder — hat, je nachdem die 
eine Kraft, gesehen von dem Ende der andern, in einem bestimm- 
ten oder dem entgegengesetzten Sinne in drehen strebt. 

Beachtet man das in §. 13. Gesagte, so ist der Beweis gani 
der gleiche, wie in §. 2. Denn es ist, wenn das Zeichen £ sich 
bloss auf b bezieht, 

n 
2^Tetr. (a, 6) = ^ 2^ (der Momente von 6,6' in Bezug auf a) 

= 2?Tetr. (a,Ä). 

Eben so 

2:Tetr. (a, B) = 2:Tetr. (A,B), 

wenn das Zeichen 2 sich auf OyA bezieht. Also 

22 Tetr. (ayb) = 22 Tetr. {a,B)=22 Tetr. (A,B). 

Was die Regel der Vorzeichen anbelangt, so istziypirkeD, dass 
man in ^^ 

2 (der Momente von 6, 6',.... in Bezug auf o) 

den einzelnen Gliedern das -f- oder ~ Zeichen geben muss» je 
nachdem die betreffende Kraft, gesehen vom Endpunkte von a 
aus, in einem bestimmten oder dem entgegengesetzten Sinne zu 
drehen strebt (§. 10.). 

15) Gesetzt 6, 6',.... seien identisch die nämlichen wie 
a, a',...* und eben so £, i?', wie ^, ^',...., so schliesstman: 

Man habe zwei aequivalente Systeme von Kräften, so ist die 
Summe der Tetraeder, die man auf je zwei Kräften des ersten 
Systems, als entgegengesetzte Kanten betrachtet, bilden kann, 
gleich der Summe der Tetraeder, die man auf ähnliche Weise 
mit den Kräften des zweiten Systemes zu bilden im Stande ist. 

Begreiflicher Weise gilt Alles, was von zwei aequivalenten 
Systemen gesagt ist, von zwei Systemen, die sich g^enseitig 
das Gleichgewicht halten. 

16) Daraus folgt: 

Wie man auch immer die Kräfte eines Systems von Kräften 
ijttrch swei Kräfte ersetze, so ist immer das Tetraeder über die- 
-Mto xyrel Itirftften von gleichem Volumen. 
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17) Sind diese zwei Kräfte in einer Ebene, bilden also ein 
Paar oder redusiren sich auf eine einzige , so ist dieses Volumen 
Null. Also : 

• Dit geometrische Bedingung, das« ein System von; Kräften 
eine einzige Resultante höbe oder sich auf ein Paar (couple) redu- 
zire, ist, aas6 die Summe der Inhalte der Tetraeder, die man auf 
je zwei Kräften des Systems entgegengesetzter Kanteit errichten 
Kann, Mull sei. 

18} Wenn Kräfte mit einander im Gleichgewichte sind und 
man theilt isie in zwei Gruppen, so sind die Kräfte der einen 
Gruppe im Gleichgewichte mit denen der andern. Also nach §. 15. : 

Wenn Kräfte mit einander im Gleichgewichte sind, so ist die 
Summe der Tetraeder, die man über mehreren derselben dadurch 
bilden kann, dass man je zwei als entgegengesetzte Kanten be- 
trachtet, gleich der Summe der Tetraeder, die man auf gleiche 
Weise über den übrigen Kräften bilden kann. 

19) Man schliesst hieraus: 

Wenn vier Kräfte im Gleichgewichte sind» so ist das Volumen 
des Tetraeders, das auf die genannte Art über zweien derselben 
errichtet wird, gleich dem Volumen des Tetraeders über den an- 
dern zwei. 

20) VI. Lehrsatz. Wenn zwei aequivalente Systeme von 
Kräften an demselben festen Körper angebracht sind und man 
siebt diesem Korper eine unendlich kleine Bewegung, bildet so- 
oaun das Produkt einer jeden Kraft mit dem Wege, den ihr An- 
pffspunkt im Sinne der Richtung der Kraft durchlaufen hat, so 
ist die Summe aller dieser Produkte für das eine System gleich 
der Summe derselben für das andere System. 

Sei mm' ^er Weg des Angriffspunktes m von a, so ist 
ä .ifim'. cos (a, mm') das Glied in Bezug auf diese Kraft, das in 
2ff . mm' . cos (a, mm!) eintritt. Man muss also beweisen , dass diese 
Summe unverändert bleibt, wenn man o, a',.... durch ein aequiva- 
l^tes System ersetzt 

Jede unendlich kleine Bewegung eines freien festen Körpers 
kann als aus zwei gleichzeitigen Bewegungen entstanden gedacht 
werden, von denen die eine eine Umdrehungsbewegung um eine 
bestimmte Gerade, die andere eine fortschreitende Bewegung ist. 
Seien, fiuia. muJ die zwei Koniposanten der Bewegung von m, so 
ist imi rar jeden Punkt des Korpers verschieden, m^i' fär alle 
gleicn; femer ist bekanntlich 

mm' . cos (a , mm') = m/* cos (a , mfi) + m/w,' cos (a , wif*') , 
woraus" folgt: 
Sa . mm' . cos (a , mm') =: 2a . mfi . cos (a , m^i) + m^' . 2a . cos (a , vifi') . 

Da 27a. cos (a,mft') ungeändert bleibt, wenn a, a',.... durch ein 
aequivalentes System ersetzt wird, indem dieses Glied nur die 
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Summe der Projektionen von a, a',,.,. auf mu' aosdrückt» so hat 
man diese Unveränderlichkeit nur Ton dem Glieae £a .mfi .coB(a,mfi) 
zu beweisen. 

mii ist der Weg von m, hervorgebracht durch eine Umdrehung 
um eine bestimmte Gerade. Sei nun r die Senkrechte von m auf 
diese Gerade, die Drehung, so ist mfi=:r.ßi Nehmen wir an, 
eine Kraft, ausgedrückt durch 6, wirke nach jener Geraden, so 
ist ihr Moment in Bezug auf m gleich rß; also ist o.mfi. cos(o, mfft) 

= a X (dem Moment von 6 in Bezug auf m) X cos (a, ntf»), 

= a X (der Projektion dieses Momentes auf ein<e Ebene» 

senkrecht auf a), 

= aX(dem Moment, der Kraft 6 in Bezug auf a) ({. 13.) 

= 6 Tetr. (a, 6). 

Demnach 

2Ja.m|ii.cos(a,mfi) = 6^ Tetr. (a,6). 

Das letzte Glied ändert sich nicht, wenn man a, a' ,,... durch 
ein aequivalentes System ersetzt (S. 15.), indem, wenn a, a',*-*-; 
J, A',„*. aequivalent sind, es aucn 6, a, a',..«.; 6, A, ^',.... 
sein werden, und die Summen JSJS Tetr. (a,a'), IlüTetr, (A,A') 
ohnehin gleich sind; also ist diess auch fär das erste der Fall 
was den Satz beweist. 

' 21) Man kann auch sagen: 

a . (Moment von ß in Bezug auf a) 
= ß . (Moment von a in Bezug auf ß) , 

was aus 6. 13. unmittelbar folgt; und da die Summe der Momente 
von a, a'y — in Bezug auf eine Gerade ß kons,tant bleibt för 
jedes mit diesem aeauivalente System, so folgt das so eben 
Bewiesene auch aus dieser Betracntung. 

22) Wenn die Kräfte a, a',.... im Gleichgewichte stehen, so 
kann man sie durch zwei gleiche und geradezu entgegengesetzte 
Kräfte ersetzen, woraus folgt, dass alsdann 

£a . mm' . cos (a,mm') =: 

ist. Diess ist das bekannte Princip der virtuellen Geschwin- 
digkeiten. 



riilj 



wenn 
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Q rv ^ —z=zV^ f üdxt gesetzt uird. Um die Grösse 

8F 

n — zu erhalten« muss man aber in V bloss x^ als veränderlich 

ansehen 9 und alle andern Grössen x^^^ x^y,..,Xn als konstant be- 
trachten. Unter dieser Voraussetzung enthalten die Gleichungen 
(1) n-\-\ Veränderliche Xi, .city (x^,....cKfi. Obwohl nämuch 
x^, x^,,,..Xn auch Funktionen aer Veränderlichen ai, a^,.,..an 
sind, so müssen diese Funktionen nun so beschaffen sein, dass 
sie sich nicht ändern, wenn a^, a^^,..,an dergestalt sich ändern., 
wie es die Aenderungsart von Xi verlangt, d.h. mit anderen Wor- 
ten, die einer Aenderung der Grösse Xi korrespondirenden Aen- 
deningen der cci,,.„an müssen so beschaffen sein, dass dadurch 
k«ine Aenderung in den Werthen von x^i,..,Xn vor sich ^eht. 
Da die Anzahl der Gleichungen (1) n ist, so kann UMUfi aUo jetzt 
eine d^ n-fl Veränderlichen Xi, tf« ,....ttn als die unabhängige 
Veränderliche betrachten, z. B. cki, und die andern n, also Xi, o^....««, 
vermöge der Gleichungen (1) durch diese ausdrücken, so dass 
z. B. Xi als blosse Funktion von Oi erscheiDt Demnach ist, nach 
bekannten' Sätzen : 

dv^_dvdxi 

8cfi dxi 8«! 

und es handelt sich bloss um die B^sthmnung von ^. Non folgt 
aber, unter den so eben gemachten Voraussetzungen aus (1) 

Sxl 8«! 8öa 8«! ^«3 8aj ^ "*" 8an 8«i 8«! * 

Sxl Sc^ Sojj ö«! 8«3 8ax "^ " " ' dccn 8«! 8«! ' 

ans welchen Gleichungen sich ergiebt 

dxi _ Ml 

8^~' "7^* 

Beachtet man aber das, was in Klügeis Wörterbuche, Supple- 
mente» Art. Elimination, hinsichtlich der Bestimmung einer 
Grösse aus n linearen Gleichungen gesagt ist, so wird man leicht 
einselien, dass i^i der gemeinschafthche Nenner ist, der den Gros 
sen kl, k29""^n zukommt, wenn sie aus folgenden Gleidinngeti 
bestimmt werden: 
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während Mi der gemeioschaftliche Neooer der GrusseD /r|,....j&ii 
sein wGrde, weno sie bestininit würden aus: 



^h 4.^k -J- -l-?^A —1 



(2) 



Demnach hat man 

8^ "~8ai 8^:28^:3... .8^« dxida:2""Sxn \ ^i/"" Ni ' ^ ^ 

M TJ 
h dieset Gleichung muss man in — - jy- ■ sich Xi durch oti , .... Om 

nod sodann o^,.**«ci^ durch u^y 3c^,..,Xn ausgedrückt denken^ was durch 

die GleichuDgen (1) ermöglicht ist. Sonach enthält die Grösse ^-- 

jetzt die n unabhängigen Veränderllcben Ui, x^, x^s...,Xn* 
Man ist 

S^S 8 d^-^S dVi 

occi 0X2 .... Sxn """ 0X2 dcti dx^ .... dxn "" dx^ 
wenn 

8ai8ar8 dxn'-^^'^J JSi "^""^ 

gesetit wird. 

Jetzt hat man also bloss x^ alK veränderlich anzusehen, wäh- 
rend a^, 0:3,... .oTn als konstant zu betrachten sind. Demnach ent- 
halten die Gleichungen (1) jetzt die n-\-\ Veränderlichen Xxi x^ 
jb, fl^,....an und man kann n derselben als Funktionen einer von 
ihnen « z. B. o^» betrachten. Daher ist 

8F1 8ri8Ta 
dog hx^ 802* 

Durch £e gleichen Betrachtungen, wie so eben, ergiebt sich: 

8j?2 ^% 

worin A^ der gemeinschaftliche Nenner der Grossen ki,..,.kn 
ist, wenn sie bestimmt werden aus: 

SS^^i + 8]^^*+8ii^+8i^^*+": + 8«„^»-*- 
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M^ die analoge Grösse » Ibestimmt aus: 

Daraus, folgt znnScbst offenbar 

und sodann 

d(X2 d«! 802 ärs.... dorn dui dx^dx^ .••• dar« ' \ i^y 

in welcher Gleichung a:^, or^ durch a«« ciu,....Oii und sodann 
03,.. ..on durch c?! , 0^9 x^j.„.Xn ausgedrucKt geaacht werden müssen. 

Wie man so weiter gehen kann, liegt klar vor, dessgleichen 
auch, dass immer ein Faktor des Zählers und Nenners sich auf 
heben; so dass man endlich erhält: ^ 

8«,8a^....6«. = <-^>'':^^>- <*> 

in welcher Gleichung Xi, x^,.,..Xn durch Oi , ecj , . . . . an auszu- 
drücken sind. Zugleich ist Sn der gemeinschaftliche Nenner von 
ki9....kn9 bestimmt aus: 

8^/^+3;ra^*+-+aa;«^"~^' > (5) 



Ist demnach 









wo C7 eine bekannte Funktion von Xi, x^,,...Xn Ist, so ist 

wenn a|, ix^^vOii neue unabhängige Veränderliche sind, die mit 
den ersten durch die Gleichungen (1) verbunden sind ; wenn fer- 4^ 
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ner M, N die gemeinschaftlicbeu Nenner der Werthe von ki^....ku 
sind 9 wenn diese resp. aus den Gleichune^en (2) und (5) bestimmt 
werden, und wenn man endlich in der zweiten Seite der Glei- 

chune (7) die Grusseh x^ x^9,...Xn durch «i, o^ an ausdrückt. 

Unter gleichen Voraussetzungen folgt aus (6) und (7): 

/ / / " " / ^^i ^^a •••• 8^»= ("" ^^" ///••• •/ ^•"iiT*8«i8ö2— •3*'^«* (^) 

Die Grfinzen der Integrale nach a^,«^». .••«]! bestimmen sich nach 
denen der Integrale nach ^j, x^y.,.Xn* 
Hätten die Gleichungen (1) die Form: 

so wäre offenbar iV=l in (7) und (8). 

Es liegt nicht in unserer Absicht, Anwendungen des aufge- 
stellten Satzes hier zu machen; dieselben sind ohnehin äusserst 
lahlrefeb'. Wir wollten nur versuchen, den Satz selbst strenge 
n be^prflnden, da er höchst wichtig ist, und seine Begründung 
I. B. iD den uns vorliegenden Vorlesungen von Moigno nicht 
(Qier allen Einwürfen zu stehen scheint Nur eine einzige Anwen- 
dsng wollen wir auf die Umbildung des IntegraU 



///S^Syfe, 



du bekanntlich einen köroerlichen Kauminhalt ausdrückt, machen, 
wenn x, y» z durch die Folarkoordinaten 

a;=rcos9), ^zsrsin^cos'^, zzzrsin^siu'^ 

ausgedrückt werden. Hier ist ai=r, 0^=9^, «9 = 1/1; also sind 
die Gleichungen (2): 

cos^.A?! — rsin9).Ar2=l, 

sin9C0S'^.A:|-|-'*C0S9C0S'^.A:2 — rsin9sint/;.A:3=l, 
sin 9 sin '^ . k^ +i^cos 9 sin -^z . A^ -{-r sin 9 cosi/; . A3 = 1 ; 

worans ilf^rr'sin^ folgt; da. iV=:l ist, so ist also: 

JjyF(x,y,z)dxdydz 
= ß I f F(t C09g),r Bin q> cos "ilffT Bin q)8in'ilß)i^ »in q>drdq>S^, 

wie bduuint 
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eber die Bedin^miseii, welcite q^(x^i 
^(x,y) erfüllen müsseii, damil; 

Von dem 

H^rrn Doctor J. Dienger, 

Lehrer an der höheren Bärgerschnle fs« Sinsheim bei HeidellMrg* 



Sei f{x^y) eine Funktion der beid^i Grossen w» y^ die wir 
als von einander unabhängig betrachten wollen^ welche der Be- 
dingung 

hx dy 

> ■ ■ • 

identisch entspricht , so ist 

A^,y)=F(:r+y). 

ein Sats, der an und für sich klar ist. 

Seien nun V, V zwei Funktionen ~ der beiden unabhängigen 
Veränderlichen x^ y, welche identisch folgenden Gleichungen ge- 
niigen: 

8F_ hü dU_dV ^.^ 

SF dy' '8^ — ^' W 

so ist 

ü+iV=F(x+iy). 



Denn es ist immer 






D+irssiip(x,y), 






l • i ■! 



